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La turbulence pleinement developpee : une description statistique 

La turbulence pleinement developpee est un phenomene complexe, qui, bien qu’etant depuis 
longtemps objet de la curiosite humaine, reste toujours un domaine de recherche tres ouvert de 
la physique en ce debut de siecle. La comprehension fine de ce phenomene naturel resiste en effet 
dans une certaine rnesure aux nombreux efforts des scientifiques qui abordent, ou ont aborde, ce 
domaine. Les ouvrages [27, 163, 121, 58] et les articles de synthese [162, 129] montrent que le che- 
min aboutissant a la comprehension de la turbulence pleinement developpee est long et sinueux, et, 
rnalgre de nombreuses avancees significatives et de nombreux caps importants franchis, le champ 
d’investigation reste vaste. 

Ce domaine de la physique a ceci de particulier : bien que les equations regissant revolution d’un 
fluide dans le temps et l’espace soient connues (ce sont les equations de Navier-Stokes, valables pour 
un ecoulement incompressible d’un fluide newtonien), il ne sernble pas possible a ce jour de pouvoir 
les resoudre. Ce constat s’explique par la presence d’un terme non-lineaire dans ces equations, qui 
est a l’origine de l’existence d’un grand nornbre de degres de liberte presents dans la turbulence. 

La presence de ce grand nornbre de degres de liberte rend illusoire une description deterministe 
de la turbulence pleinement developpee. L’etude de ce phenomene se fait ainsi a l’aide d’une ap- 
proche statistique. Celle-ci consiste a considerer les quantites physiques etudiees (par exemple les 
fluctuations de la vitesse ou du champ de dissipation de l’energie contenue dans l’ecoulement) non 
plus de fagon deterministe, rnais en les decrivant comrne des objets d’essence aleatoire. Ainsi, la 
vitesse en un point d’un ecoulement turbulent sera par exemple caracterisee par sa moyenne et son 
ecart-type. 

Description dans le plan espace-echelle 

Les physiciens etudiant la turbulence se sont tres tot rendus cornpte d’un aspect essentiel de ce 
phenomene : il existe des composantes sur une large gamrne d’echelles. Precisons ce que l’on entend 
par echelle. Les accroissements longitudinaux d’une composante de la vitesse v(x) (x repere l’axe 
de la coordonnee v), notes 5 v (x,l) = v(x + l ) — v(x), permettent de caracteriser les fluctuations de 
la vitesse v a V echelle l. Ces fluctuations sont significativement non nulles pour une large gamrne 
d’echelles l : la vitesse d’un ecoulement turbulent est ainsi constitute de plusieurs composantes, 
vivant a des echelles l differentes. 

Le phenomene de turbulence pleinement developpee est done particulierement riche, et sa ca- 
racterisation ne sernble pouvoir se contenter de la seule coordonnee d’espace x : il faut lui adjoindre 
un parametre supplementaire : l’echelle l. 

Cascade d’energie, invariance d’echelle et intermittence statistique 

Afin de decrire la presence de composantes sur une large gamrne d’echelles, Richardson [144] 
a introduit des 1922 un concept extremement fecond pour la theorie de la turbulence pleinement 
developpee : la cascade d’energie a travers les echelles l, depuis les plus grandes vers les plus pe- 
tites. Les mouvements correspondant a une echelle donnee, souvent decrits comrne des tour billons, 
engendrent des mouvements a des echelles plus petites. Ainsi, l’energie transite depuis une grande 
echelle, a laquelle elle est injectee par des forces exterieures, jusqu’a des echelles plus petites, ou elle 
est dissipee par les forces visqueuses. Les diverses echelles presentes dans la turbulence sont ainsi 
en permanente interaction les unes avec les autres. C’est le terme non-lineaire qui traduit dans les 
equations de Navier-Stokes cette interaction entre echelles. 

Entre les deux echelles extremes, l’echelle d’injection et l’echelle dissipative, s’etend alors, se- 
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Ion cette description phenomenologique, toute une gamme d’echelles, les echelles dites inertielles, 
pour lesquelles l’energie est seulement transferee, sans etre attenuee. II n’existe pas d’echelle ca- 
racteristique a l’interieur de la gamme des echelles inertielles, ce qui signifie que l’energie est 
transferee de la rnerne faqon a chaque echelle. La phenomenologie de la cascade d’energie est ainsi 
intimement reliee a une hypothese invariance d’echelle, qui suppose l’absence de toute echelle 
caracteristique. Cette hypothese aboutit naturellement a des comportements en loi de puissance 
en fonction de l’echelle l, pour les grandeurs statistiques utilisees pour caracteriser la turbulence 
pleinement developpee. Par exemple, les moments statistiques d’ordre q des accroissements de la 
vitesse v(x) sont modelises, pour les echelles l inertielles, par : 

E\5 v (x,l)\ 


ou E est l’esperance mathematique. 

Kolmogorov, dans son article fondateur de 1941 [84], propose alors une description universelle 
(c’est-a-dire valable pour tous les ecoulements turbulents) de la turbulence pleinement developpee 
dans la lirnite des grands nombres de Reynolds, sous l’hypothese de l’invariance d’echelle. Les 
accroissements de la vitesse sont distribues selon une loi gaussienne a chaque echelle, et la prediction 
suivante est faite pour les exposants ( v (q) ■ ( v (o) = q/ 3. Cette modelisation n’est en fait pas 
satisfaisante, car elle suppose un champ homogene de dissipation d’energie, or si la vitesse presente 
des fluctuations en espace, la dissipation d’energie, puisque due a la force visqueuse —Av, doit elle 
aussi presenter des fluctuations spatiales. II est d’ailleurs bien observe que la dissipation se concentre 
dans des zones restreintes de l’ecoulement [58]. Kolmogorov et Obukhov [85, 135] proposent alors 
une nouvelle modelisation qui tient cornpte des fluctuations de la dissipation, qui aboutit a la 
modelisation dite log-normale des accroissements de la vitesse v. Les exposants ( v (q) ne sont plus 
alors une fonction lineaire de l’ordre q, rnais une fonction non-lineaire, et les accroissements S v ne 
sont plus distribues selon une rnerne loi (par exemple une gaussienne) a chaque echelle, rnais leurs 
distributions se deferment avec l’echelle l. A petite echelle, les accroissements ont des distributions 
a queue lourde, et les evenements de grande amplitude (par rapport a l’ecart-type) sont beaucoup 
plus probables que dans le cas d’une distribution gaussienne : on parle d ’intermittence statistique. 
Le comportement non-lineaire des exposants ( v (q) est indiscutab lenient verifie experiment ale me nt 
[7, 58], 

La description multifractale 

Les ecoulements turbulents sont caracterises par des profils spatiaux de vitesse tres irreguliers, 
tres chahutes et tres desordonnes. Parisi et Frisch [138] proposent en 1985 de decrire ces profils 
irreguliers en raisonnant sur les accroissements de la vitesse S v (x,l) correspondant aux echelles 
inertielles, qu’ils decrivent a l’aide de la notion de singularite. Ainsi, les accroissements se corn- 
portent localement, autour d’une position x, cornrne \5 v (x,l)\ ~ l h ( x \ Un comportement local en 
loi de puissance est done introduit, la singularite. Le caractere plus ou rnoins regulier de cette 
singularite est quantifie par le parametre h(x), parfois appele force de la singularite. Dans cette 
description, il existe a priori plusieurs singularites dans les signaux de vitesse, c’est-a-dire plusieurs 
valeurs de h. 

Les signaux de vitesse sont alors decrits a l’aide d’une hierarchie d’ensembles de rnerne force 
h, se repartissant sur des ensembles fractals de dimensions (plus exactement de dimensions de 
Hausdorff) differentes : e’est la description multifractale. La notion de fractal a ete introduite par 
Mandelbrot [106], et l’interet dans le domaine de la physique devenait a cette epoque de plus en 
plus evident. La dimension de Hausdorff de chaque ensemble de rnerne exposant h est notee D v (h). 
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Cette quantite est appelee spectre de singularity. 

Parisi et Frisch [138] proposent de plus une formule pour mesurer le spectre de singularites. Les 
exposants Cv(q) sont mesures par regression lineaire, dans un diagramme log-log, de la fonction de 
structure d’ordre q en fonction de l’echelle, la fonction de structure etant definie comrne la moyenne 
spatiale de la puissance c/-ieme des accroissements. Le spectre de singularites D v (h ) est alors la 
transformee de Legendre des exposants ( v {q ). Cette relation traduit 1 e formalisme multifractal, qui 
est un outil de rnesure pratique du spectre de singularites. 

Cette avancee majeure s’inscrivit alors dans une convergence pluridisciplinaire vers la notion 
de multifractalite, avec par exemple l’emergence d’une description multifractale similaire pour les 
mesures dans la communaute des systemes dynamiques [64]. 

Divers modeles existent pour le spectre de singularites des signaux de vitesse [58], notamment 
le rnodele log-normal, qui se deduit des travaux de Kolmogorov et Obukhov [85, 135], et le rnodele 
propose par Z.S. She et E. Leveque [160, 100]. Un des buts des analyses effectuees sur les signaux 
experimentaux est de confronter les resultats obtenus a ces modeles. 

Transformees en ondelette, traitement du signal et formalismes multifractals 

Un enjeu essentiel de l’analyse des signaux experimentaux de vitesse turbulente est ainsi la rne- 
sure des exposants ( v (q), afin de remonter an spectre de singularites D v (h). Le formalisme multi¬ 
fractal fondateur [138] est base sur les accroissements S v de la vitesse v, rnais un outil de traitement 
du signal, plus puissant et plus adapte a la description des signaux dans le plan espace-echelle, 
apparait, a la suite des travaux de Morlet et Grossmann [125, 62] : la transformee en ondelette. 
Cet outil perrnet de definir les coefficients d’ondelette, qui generalised efficacement les accroisse¬ 
ments. La transformee en ondelette a de nombreuses applications [103, 117], parrni lesquelles celle 
de pouvoir caracteriser efficacement les proprietes de regularity ponctuelle des fonctions, et ainsi 
de mesurer le spectre de singularites, en remplaqant, dans le formalisme multifractal precedent, 
les accroissements par les coefficients d’ondelette, ce qui a ete mathematiquement demontre par S. 
Jaffard [70]. 

Une analyse plus fine des signaux de vitesse a ainsi pu etre effectuee, notamment par l’equipe 
d’A. Arnoedo [16, 11, 147]. Cette equipe a en particulier introduit une nouvelle methode, definie 
a partir de la transformee en ondelette : la methode mrnto (pour maxima du module de la trans¬ 
formee en ondelette). Cette derniere a perrnis pour la premiere fois la rnesure complete du spectre de 
singularites des signaux de vitesse, les precedents formalismes ne permettant seulement la rnesure 
d’une partie de ce spectre. Bien que n’ayant pas requ de fondement mathematique, cette methode 
a ete verifiee avec succes dans un grand nornbre de situations [16, 11]. 

Tres recemment, S. Jaffard [73] a construit un nouveau formalisme multifractal, bati a l’aide des 
coefficients dominants, definis a partir d’un certain type de transformee en ondelette, la transformee 
en ondelette discrete [48, 103, 1, 2], Ce nouveau formalisme, qui repose sur une base mathematique 
solide, a fait l’objet d’une partie importante des travaux effectues a l’occasion de cette these. La 
partie II de ce memoire s’attache ainsi a decrire de faqon detaillee ce formalisme, en le comparant 
an formalisme ’’classique”, base sur les coefficients d’ondelette discrets. Les avantages theoriques 
attendus du formalisme multifractal base sur les coefficients dominants (rnesure de la partie droite 
du spectre de singularites et validite dans le cas des fonctions contenant des singularites dites os- 
cillantes) sont en particulier discutes (chapitres 5 et 6), puis mis en evidence a l’aide de l’analyse 
numerique de processus multifractals synthetiques (chapitre 7). Notons que c’est la premiere fois 
que ce formalisme est numeriquement mis en oeuvre, avec la rnise au point de codes informa- 
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tiques 1 (utilisant le langage Matlab), et qu’un nouveau processus multifractal, les series d’ondelette 
aleatoires [21, 22], dont l’une des particularity est de contenir des singularity oscillantes, est uti¬ 
lise. Ce processus perrnet en particulier une discussion interessante sur la presence de singularites 
oscillantes dans les signaux etudies. Enfin, ce nouveau formalisme multifractal est applique a des 
donnees issues d’experiences de turbulence pleinement developpee (chapitre 8), ce qui illustre l’uti- 
lisation necessairement tres soigneuse et rigoureuse de tels outils de traitement du signal, assez 
complexes dans leur rnise en oeuvre. Tous les travaux concernant le formalisme multifractal base 
sur les coefficients dominants ont ete rnenes en collaboration avec S. Jaffard [95, 74], ce qui a perrnis 
une analyse et une utilisation affinees des concepts utilises. 

Estimation des exposants ((q) 

Les formalismes multifractals utilises, qu’ils soient definis a partir des coefficients d’ondelette 
discrets ou des coefficients dominants par exemple, reposent tous sur la rnesure des exposants £( q ) 
des fonctions de structure d’ordre q correspondantes, ce qui arnene la question suivante : quels 
ordres q peut-on utiliser pour effectuer l’analyse multifractale (c’est-a-dire la rnesure du spectre 
de singularites) des signaux etudies? La question a ete longtemps abordee en raisonnant intuiti- 
vernent sur un processus multifractal synthetique, la cascade de Mandelbrot multiplicative [105], 
qui definit un processus de type densite, ou encore rnesure, introduit afin de modeliser le champ de 
dissipation des ecoulements turbulents. Les proprietes multifractales de ce processus se reduisent a 
la connaissance d’un fonction, (p(q ), qui est souvent heuristiquement identifiee aux exposants ((q). 
II est alors attendu que les exposants mesures convergent vers (f(q), lorsque la duree des signaux 
analyses, necessairement finie en pratique, devient tres grande. 

Ce raisonnement intuitif est en fait errone, et est parfois a l’origine de mauvaises interpretations. 
Des travaux assez recents, notamment par Molchan [119] et Ossiander et Waymire [136], montrent 
que les exposants ((q) ne coincident avec la fonction ip(q) que pour une garnrne finie d’ordres q : 
q £ [0, g+] (en se restreignant ici aux valeurs positives de l’ordre q), limitee par Vordre critique g+, 
qui se deduit de la connaissance de la fonction tp(q ). Au dela de cet ordre critique, les exposants £( q ) 
se comportent lineairement avec l’ordre q, quelle que soit la fonction ip(q), ce que l’on denommera 
dans ce memoire effet de linearisation. 

Les resultats de Molchan et d’Ossiander et Waymire [119, 136] sont des resultats asymptotiques, 
c’est-a-dire dans la limite d’un nornbre infini d’echantillons pour les signaux analyses. II reste done 
plusieurs questions en suspens. Tout d’abord, il est important d’un point de vue pratique de savoir 
si 1’effet de linearisation depend ou non de la duree necessairement finie des signaux etudies. De 
plus, on peut se demander si l’effet de linearisation est une caracteristique des cascades de Mandel¬ 
brot canoniques, ou alors si e’est une propriete intrinseque de l’analyse multifractale des signaux. 
La valeur de l’ordre critique q+ est connue si l’on a a disposition une expression analytique de la 
fonction <p(q), ce qui n’est pas le cas pour les signaux experiment aux. II faut done construire un 
estimateur, afin de mesurer la valeur de l’ordre critique q+ a partir des donnees elles-memes. Enfin, 
il est legitime de se demander ce qu’il advient de l’effet de linearisation lorsqu’on a acces, pour 
l’analyse, seulement a des coupes geometriques de signaux definis sur M d , avec d > 1. 

Cette problematique fait l’objet de la partie III, qui apporte des elements de reponse en adoptant 
une demarche de caracterisation numerique des estimateurs (des exposants ((q) et de l’ordre critique 
q +) a l’aide de processus multifractals synthetiques aux proprietes bien controlees (chapitres 9, 10 
et 11). Une relecture des resultats obtenus lors de l’analyse de signaux provenant d’experiences de 

1 L’ecriture de codes informatiques constitue d’ailleurs une part importante du travail de these ici presente. 
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turbulence pleinement developpee est alors proposee au chapitre 12. La valeur de l’ordre critique 
qf dans le cas de signaux de vitesse eulerienne a une dimension est en particulier estimee. 

Turbulence pleinement developpee et exposants C, v {q) : vers une description 
non universelle 

La rnesure du spectre de singularities D v (h ) s’effectue en pratique a partir de la rnesure des expo¬ 
sants ( v {q). La valeur des exposants ( v (q) est cependant interessante en elle-meme, car elle perrnet 
de mesurer l’ecart a l’hypothese d’universalite de ces exposants, supposee s’appliquer dans la lirnite 
des nombres de Reynolds infinis [58]. En effet, des travaux recents [142, 118, 47, 96, 97, 8, 59], 
discutent les ecarts a la ”loi des 4/5” de Kolmogorov [83] (valable dans la lirnite des nombres de 
Reynolds infinis, et qui predit notamment une fonction de structure d’ordre 3 en loi de puissance 
d’exposant ( v (3) = 1), dans le cas des nombres de Reynolds necessairement finis des experiences 
de turbulence. Les corrections a la loi des 4/5 dependent naturellement du nornbre de Reynolds, 
rnais font aussi necessairement intervenir la nature particuliere de l’ecoulement turbulent considere 
(turbulence en declin ou turbulence forcee par exemple). 

II reste alors un pas a franchir, qui consiste a predire, a l’aide des modelisations de la fonction 
de structure d’ordre 3 tenant cornpte de ces corrections, la valeur de l’exposant </„(3). La partie 
IV aborde ces questions et discute la modelisation de la fonction de structure d’ordre 3 a l’aide de 
terrnes correctifs a la loi des 4/5, tout particulierement en ce qui concerne la prise en cornpte de la 
nature de l’ecoulement turbulent (turbulence en declin ou forcee, ecoulement homogene ou non). 
Des predictions pour la valeur de l’exposant ( v (3) incorporant ces corrections sont ainsi proposees 
(chapitre 13). La modelisation de la fonction de structure d’ordre 3, et les predictions associees, 
sont alors confrontees a des donnees experiment ales (chapitre 14). L ’influence de la particularite de 
l’ecoulement (homogene ou non) sur la fonction de structure d’ordre 3 est ainsi rnise en evidence. 
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Chapitre 1 


Turbulence, invariance d’echelle et 
regularity 

1.1 La turbulence pleinement developpee 

Ce paragraphe n’a d’autre vocation que celle d’etre une succinte introduction au phenomene de 
turbulence pleinement developpee. Le lecteur ne doit ainsi pas s’attendre a une description detaillee. 
II pourra en revanche consulter par exemple les references [58, 162, 129] pour une approche globale 
de ce domaine. On pourra aussi se reporter a [100] pour une introduction tres agreable a lire. 

1.1.1 Mecanique des fluides et turbulence pleinement developpee 
Mecanique des fluides, equations de Navier-Stokes et nombre de Reynolds R e 

La mecanique des fluides s’occupe, comrne son nom l’indique, de la description du mouvement 
de fluides 1 . Les fluides consideres sont indifferemment des gaz (ou des melanges de gaz) comrne 
l’air atmospherique par exemple, ou des liquides, comrne l’eau. II est souvent de plus suppose, etant 
donnees les conditions physiques imposees au fluide, que celui-ci se comporte de faqon newtonienne 
(il est ainsi uniquement caracterise par sa viscosite cinematique is), et que l’ecoulement s’effectue 
de maniere incompressible (ce qui necessite des vitesses d’ecoulement faibles devant la vitesse du 
son dans le fluide considere). La densite volumique du fluide est alors constante et notee p. Ces 
deux approximations sont tres largement verifiees pour les fluides et ecoulements consideres dans 
le cadre de cette these. 

La description d’un fluide en mouvement peut se faire sous deux points de vue differents. II 
est possible de definir une particule fluide, unite elementaire du fluide, dont on suit la trajectoire 
a travers l’espace et le temps : c’est la description lagrangienne. Mais on peut aussi adopter un 
point de vue plus proche des milieux continus. Des grandeurs physiques, caracterisant l’etat du 
fluide en un point fixe au cours du temps, par exemple la vitesse, sont utilisees : c’est la description 
eulerienne. C’est le point de vue le plus courant et qui sera usite dans ce travail de these. En effet, 
la plupart des experiences effectuees aboutissent a la rnesure de grandeurs euleriennes, par exemple 
la vitesse du fluide en un point donne de l’ecoulement en fonction du temps, a l’aide de techniques 

1 Plutot que de citer une liste de references forcement tres restrictive pour ce sujet tres vaste, il est fait le choix de 
n’en donner aucune. 
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d’anemometrie a fil chaud 2 . Le fluide est done decrit via sa vitesse eulerienne v(x. t), e’est-a-dire la 
vitesse du fluide au point x a la date t, ainsi que par la pression au point x et a la date t : p(x, t). 


Sous les hypotheses precedentes concernant le fluide (fluide newtonien) et son ecoulement 
(ecoulement incompressible), le mouvement du fluide est alors decrit par les equations de Navier- 
Stokes : 


dU fa t ' 1 + (v(x, t).V^ v(x, t) = —^Vp(x, t ) + v Av(x, t) 
div (v(x, t)) = 0 


Deux types de terrnes interviennent dans l’equation de Navier-Stokes : des terrnes lineaires en v, 
et un terrne non-lineaire v. Si ce dernier terrne ne joue que peu d’importance dans revolution 

de l’ecoulement considere, alors celui-ci peut etre considere comrne regi par des equations lineaires. 
On est alors dans un regime dit laminaire. En revanche, lorsque le terrne non-lineaire devient 
preponderant dans les equations (1.1), Pecoulement suit des trajectoires tres complexes, tres erra- 
tiques, il devient alors rnerne impossible de les decrire de faqon determinate (on pourra consulter 
1’album [166] qui illustre toutes ces situations). Un tel ecoulement est alors dit turbulent. 


Afin de classer les ecoulements entre eux (laminaires, turbulents), on introduit le nombre de 
Reynolds R e , nombre adimensionne construit sur les grandeurs caracteristiques de l’ecoulement : 
longueur L et vitesse V caracteristiques de l’ecoulement, et viscosite cinematique du fluide considere 
v : 



v 


Ce nombre depend done a la fois du fluide {y) et de l’ecoulement particulier effectue par ce 
fluide [L et V). II est construit comrne le rapport (e’est un raisonnement dimensionnel) entre le 
terrne creant des mouvements irreguliers, le terrne non-lineaire (v.'V^J v, et le terrne amortissant les 
irregularites d’ecoulement, e’est-a-dire le terrne dissipatif : nAv. 

Ainsi, lorsque R e sera petit devant 1, l’ecoulement sera laminaire, lorsqu’il sera grand devant 
1, il sera turbulent. 


Regime de turbulence pleinement developpee 

Plaqons nous dans le cas ou le nombre de Reynolds de l’ecoulement considere est tres grand de¬ 
vant 1. Une telle situation est appelee regime de turbulence pleinement developpee. Faisons quelques 
commentaires sur ce regime d’ecoulement. 

Un tel ecoulement a un aspect tres irregulier. Sur la figure 1.1 est par exemple trace un enregis- 
trement de vitesse en un point fixe d’un jet turbulent (donnees realisees et fournies par C. Baudet 
et A. Naert, au laboratoire de physique de l’Ecole Normale Superieure de Lyon, se reporter au 
chapitre 2 pour de plus arnples precisions). Cela traduit un mouvement du fluide tres desordonne 
et tres erratique, contrairement au cas laminaire, ce qui est caracteristique d’un systeme ayant un 
grand nombre de degres de liberte. 


“Notons que, depuis quelques annees, un enjeu tres important de la recherche dans le domaine de la turbulence 
pleinement developpee est la mise en oeuvre d’experiences effectuant des mesures lagrangiennes (par exemple les 
travaux de N. Mordant a l’Ecole Normale Superieure de Lyon sous la direction de J.-F. Pinton [122, 124], mais aussi 
par d’autres equipes de recherche [168, 123]. 
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Fig. 1.1 - Vitesse en un point d’un ecoulement de jet turbulent (donnees de l’ENSL, 
R x ~ 380) [150]. 


Un tel phenomene est en pratique impossible a decrire de fagon deterministe comme dans le cas 
laminaire, et il est alors necessaire d’utiliser alors une description statistique : chaque mesure de 
vitesse sera consideree comme une realisation d’un processus aleatoire (on reviendra au paragraphe 
1.2 sur cette notion), que l’on cherchera a caracteriser a l’aide de proprietes statistiques. 

Les deux paragraphes suivants definissent le type de proprietes statistiques auxquelles s’attache 
tout particulierement le travail effectue au cours de cette these. 


1.1.2 Turbulence pleinement developpee et invariance d’echelle 
Fonction de correlation d’un signal de vitesse turbulent 


Les signaux de vitesse turbulente qui nous interessent tout particulierement, sont des profils 
spatiaux v(x) (cf. le chapitre 2). La premiere caracteristique sur laquelle on se penche assez sou- 
vent pour etudier un signal obtenu experimentalement est sa fonction de correlation C v (l), definie 
comme : 


C v (l) 


(v(x + l)v(x))) 
(MX)) 2 ) 


oil < . > designe une moyenne spatiale sur tous les abscisses x disponibles. Cette fonction ne depend 
que d’un parametre, l, que l’on appelle echelle. 


La fonction de correlation d’un profil de vitesse turbulente particulier, celui presente sur la 
figure 1.1, est portee sur la figure 1.2. La fonction de correlation C v (l) presente une particularite 
tres forte, que l’on retrouve dans tous les signaux de vitesse turbulente (c’est done bien une ca¬ 
racteristique intrinseque du phenomene de turbulence pleinement developpee [58]) : le profil de 
vitesse est non-seulement correle a grande echelle, rnais cette correlation est approximativement 
une loi de puissance sur toute une garnrne d’echelles, que l’on appelle echelles inertielles : la quan¬ 
tity log 2 (1 — C v (l )) se comporte de fagon lineaire en fonction de log 2 (Z) (cf. figure de droite). La 
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fonction de correlation s’approxime alors tres bien par : 


C v (l) = 1 - 



oil Lj est la valeur de l’echelle de decorrelation et a l’exposant de la loi de puissance, proche en 
pratique de |. 



log 2 (l) 



Fig. 1.2 - Fonction de correlation d’un signal de vitesse turbulente (ENSL, R\ ~ 380) : 
C v (l) (gauche) et log 2 (1 — C V {1 )) (droite) en fonction de log 2 (i) (l est exprimee en metres). 


Hypothese d’invariance d’echelle 


Un tel comportement a travers les echelles des fonctions de correlation des profils spatiaux de 
vitesse turbulente est observe pour toutes les experiences [58], c’est done une propriete fondamentale 
du phenomene de turbulence pleinement developpee. Cela revient a ecrire, dans une description sta- 
tistique, que pour les echelles inertielles, la fonction de correlation se comporte en moyenne comrne : 

1 -(*)“ 

Un tel constat experimental, de comportement en loi de puissance selon les echelles de la fonction 
de correlation C v (l) pour les echelles inertielles, est la signature ”fonctionnelle” d’une hypothese 
centrale dans la description de la turbulence pleinement developpee (pour les echelles inertielle 
bien sur) : Vabsence d’echelle caracteristique a I’interieur de la gamme des echelles inertielles. Cela 
revient a supposer que toutes les echelles inertielles l jouent un role equivalent, sans predominance 
de Tune (ou plusieurs) d’entre elles sur les autres : c’est Vhypothese d’invariance d’echelle. 


De faqon plus generale, la propriete d’invariance d’echelle est traduite a l’aide des accroissements 
des profils spatiaux de vitesse, definis comrne : 

6 v (x, l) = v(x + l) — v(x), 

et dont les proprietes statistiques, leurs moments statistiques estimes par moyenne spatiale < . > 
par exemple, ne dependent pas de la position x : c’est la consequence de l’hypothese de stationnarite 
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des profils spatiaux de vitesse. On notera qu’etudier la fonction de correlation C V {1) ou le moment 
statistique d’ordre 2 revient au rnerne, puisque l’on a : 

< (S v (x, l)) 2 >= 2 < ( v(x )) 2 > [1 - C v (l)\. 

L’etude de la propriety d’invariance d’echelle et des lois de puissance associees se fera dans la 
suite sur les moments. 

1.1.3 Turbulence pleinement developpee et regularity 
Irregularite dans la zone inertielle 

Une autre caracteristique importante des ecoulements de turbulence pleinement developpee est 
son aspect fortement irregulier, comrne on l’observe sur la figure 1.1. Un signal de vitesse, rnerne 
turbulente, est une vitesse physique, et elle adrnet done une differentielle : l’acceleration. La vitesse 
est done reguliere a des echelles suffisamment petites, en pratique negligeables devant l’echelle de 
Kolmogorov g (cf. l’annexe A) : le signal observe a de telles echelles apparait alors continu et 
derivable. 

Mais, lorsqu’il est observe a des echelles plus grandes, les echelles inertielles, le signal de vitesse 
presente de tres fortes variations, caracterisees par des accroissements tres irreguliers. Cela est vrai 
quelle que soit l’echelle inertielle choisie. On extrapole souvent ce comportement irregulier jusqu’aux 
echelles les plus petites. Comrne il vient d’en etre fait la remarque, ceci est un peu abusif puisque 
le signal de vitesse est forcement continu et differentiable aus sens strict : il est sous-entendu que 
l’on etend les proprietes des accroissements observees aux echelles inertielles seulement a toutes les 
echelles (i.e. I —> 0). 

La notion de singularity 

Heuristiquement, un signal f(t) regulier se comporte selon \f(x ) — f(x o)| ~ \x — .To] lorsque 
x —* xo 3 , il est done bien ’’lisse” lorsqu’on l’observe aux petites echelles (i.e. I = \x — xo\ —> 0). Un 
signal irregulier se comporte plutot comrne | f(x) — f(x o)| ~ \x — xo\ h , avec 0 < h < 1, et il n’est 
done pas ’’lisse” lorsque |a: — xo| —► 0, puisque bien qu’etant continu en xq, il n’y est pas derivable. 
Un comportement selon \x — xo\ h au point xq est appele singularite. L’exposant h caracterise la 
force de la singularite : plus h est proche de 0, plus la singularite est dite forte. 

Regularity et singularity : description multifractale 

Un signal de vitesse turbulent est tres complexe, et il sernble irrealiste de vouloir le decrire de 
faqon complete. Il est done usuellement adopte un cadre descriptif reduit, base sur la notion de 
singularite. 

Un signal irregulier tel que le signal de vitesse turbulente est ainsi decrit a l’aide de singularites 
\x — xq\ h , autour de chaque abscisse xq, caracterisees par des exposants h a priori differents. Un 
tel point de vue pour la description de donnees experiment ales s’appelle la description multifractale. 

L’analyse d’un signal selon ce cadre est Vanalyse multifractale. Le developpement de la des¬ 
cription multifractale [138] a ete initiee dans le domaine de la turbulence hydrodynamique, celle-ci 
aiguillonnant alors le developpement de ce cadre de travail dans le domaine des mathematiques 
[68, 75, 70] . L’analyse multifractale est fondee sur la formalisation mathematique de la notion de 
singularite a l’aide de l’exposant de Holder hf(to) (cf. partie 3.1.1). 

3 La constante de proportionnalite etant la derivee de / en xq. 
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1.2 Processus aleatoires 


1.2.1 Introduction 

La description de phenomenes physiques complexes tels le mouvement brownien, mouvement 
d’une ” petite” particule dans un fluide a l’equilibre thermodynamique, ne peut etre accomplie de 
fagon deterministe. Bien que les equations regissant revolution de ce systeme soient connues, il 
existe beaucoup trop de degres de liberte : chaque molecule du fluide interagit (par des chocs) avec 
toutes les autres molecules du fluide, rnais aussi avec la ” petite” particule en suspension dans le 
fluide. Or le nornbre de molecules presentes dans le fluide (par unite de masse par exemple) est 
absolument gigantesque ... 

On abandonne done pour ce type de phenomenes physiques l’idee d’une description deterministe, 
et on choisit plutot une description probabiliste. En ce qui concerne le mouvement brownien par 
exemple, plutot que de rechercher la trajectoire deterministe de la ”petite” particule 4 , on decrit 
cette trajectoire de fagon probabiliste, a l’aide d’un processus aleatoire, dont chacune des realisations 
est une trajectoire que la ”petite” particule a une probabilite non nulle d’emprunter. 

La solution, en terrnes de processus aleatoire, au probleme de la description du mouvement 
brownien est obtenue avec la marche aleatoire , introduite par A. Einstein en 1905 [54]. Ce fut la 
premiere fois qu’un phenomene physique fut apprehende de la sorte, de fagon probabiliste et non 
plus deterministe, ouvrant ainsi la voie a une approche novatrice et profondement feconde. 

1.2.2 Definition 

Un processus aleatoire est ainsi la generalisation de la notion de variable aleatoire : chaque 
tirage d’une variable aleatoire fournit un point (defini dans M, R n , ...) selon une loi de probabilite 
donnee. Chaque realisation d’un processus aleatoire fournit lui une fonction, dont les proprietes 
sont distributes selon les lois de probabilite definissant le processus aleatoire. Par exemple, les ac- 
croissements de la marche aleatoire sont distribues selon des gaussiennes. 

Dans la suite de cet expose, on notera un processus aleatoire X(t), et une realisation particuliere 
de ce processus X^t), qui definit ainsi une fonction. Dans l’exemple du paragraphe precedent, 
X(t) est done le processus aleatoire marche aleatoire, et Xi(t) est une trajectoire possible. Les 
moyennes d’ensemble concernant le processus X(t) correspondent alors a des moyennes sur toutes 
les realisations Xi{t) possibles. 

1.2.3 Processus aleatoires et invariance d’echelle 

Les processus aleatoires X (t) auxquels nous nous interessons dans le cadre de ce travail de these 
sont des processus dont les proprietes sont proches de celles observees (pour les echelles inertielles) 
sur les signaux de vitesse turbulente. Une de ces proprietes principales est l’invariance d’echelle de 
leurs accroissements (cf. paragraphe 1.1.2), qui seront notes : 

S x (t,a ) = X(t + ar 0 ) - X(t), 

ou to est une constante fixant l’unite de temps, qui ne joue aucun role 5 , a est le parametre qui va 
permettre de ’’voyager” a travers les echelles : e’est le rapport d’echelle, qu’on appellera souvent 

4 Encore une fois, cela necessiterait la connaissance exacte des positions et des vitesses de chacune des molecules 
du fluide et de la ’’petite” particule a un instant donne, puis la resolution des equations du mouvement de chaque 
molecule et de la particule ... 

’Par exemple, si le signal etudie est echantillonne, ce sera tout simplement le pas d’echantillonnage. 
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abusivement directement echelle. Le processus 5x(t,a) sera suppose stationnaire en temps, c’est-a- 
dire selon t. Le processus X(t) lui-meme n’est pas stationnaire (en reprenant l’exemple de la rnarche 
aleatoire, les accroissements sont bien stationnaires, rnais pas le processus lui-meme : sa variance 
augmente lineairement avec le temps par exemple). 

Invariance d’echelle stricte 

Commengons par definir des processus aleatoires respectant une invariance d’echelle stricte , 
encore appeles processus auto-similaires [151]. 

L’idee repose sur le fait que les accroissements Sx(t,a) se comportent statistiquement de la 
rnerne fagon que leurs versions dilatees en amplitude et en echelle : a H 5x(t, 1), ou a > 0, encore une 
fois, est le parametre qui controle cette dilatation a travers les echelles. H perrnet de renormaliser 
en amplitude Sx- 

Le processus X(t) est strictement invariant d’echelle si ses accroissements 6x{t,a ) et a H 5x{t , 1) 
sont egaux en lois de probability. Ils ont par exemple les mernes moments statistiques : 

E| 6x(t,aW = Ea qH \6 x (t,l)\ q = C q a qH , 

ou C q = E|<5x(i, 1)| 9 est une constante ne dependant que de l’ordre q. puisque le processus est 
stationnaire en temps t. 

Les moments statistiques E|<5x(i, o)\ q d’un tel processus ne sont done pas quelconques : ce sont 
des lois de puissance en fonction de l’echelle a, et l’exposant de la loi de puissance, que l’on notera 
Cx(q) est une fonction lineaire de l’ordre q : Qxiq) = qH. 

Prenons pour exemple la rnarche aleatoire, qui entre dans la categorie des processus strictement 
invariants d’echelle (ou auto-similaires), avec H = 1/2. De plus les accroissements a la plus petite 
echelle (a = 1) etant gaussiens de moyenne nulle et de variance a 2 , les accroissements a toute echelle 
seront eux-aussi gaussiens, de moyenne nulle, et de variance egale a a 2 a 6 . 

Par definition, les accroissements de tels processus ont des statistiques regies par le rnerne type 
de loi de probability a toutes les echelles a, seuls les parametres definissant ces lois evoluant a 
travers les echelles, comrne on vient de le voir sur l’exemple de la rnarche aleatoire. Une realisation 
du processus rnarche aleatoire a ete synthetisee et les distributions de ses accroissements estimees 
pour plusieurs valeurs de l’echelle a. Les resultats sont portes sur la figure 1.3, a gauche, ou sont 
traces les logarithmes des distributions P(5x(a) = y) a chaque echelle, en fonction de y renormalise 
par l’ecart-type estirne o a de P(5x{a)) : y/cr a - 

On observe done bien sur cet exemple que les distributions des accroissements conservent bien 
a chaque echelle la rnerne forme fonctionnelle, seules les valeurs des parametres de cette forme 
fonctionnelle (un seul ici : l’ecart-type a a ) variant avec l’echelle a. 

Invariance d’echelle au sens large 

Le cadre precedent est en fait assez restrictif. En particulier, il ne convient pas a la description 
des signaux de vitesse turbulente, puisqu’il est connu [36, 61, 28, 58] que les statistiques des ac¬ 
croissements de la vitesse turbulente se deferment a travers les echelles (e’est-a-dire que leur forme 

6 Si la moyenne est nulle, la variance est egale au moment d’ordre 2 ... 
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Fig. 1.3 - Logarithmes des fonctions de densite de probabilite P(5x{a)) des accroissements des 
processus rnarche aleatoire (gauche), de la rnarche aleatoire multifractale (milieu) et des signaux de 
vitesse turbulente (donnees ENSL, R\ ~ 380), pour differentes echelles a (de plus en plus petites 
de haut en bas). L’abscisse est normalisee par l’ecart-type estirne a a des accroissements a Pechelle 
correspondante. Les distributions sont arbitrairement decalees verticalement pour plus de clarte. 



fonctionnelle change, passant d’une loi gaussienne a grande echelle a des exponentielles etirees a 
plus petite echelle [58], cf. figure 1.3, a droite), tout en conservant un comportement de leurs mo¬ 
ments statistiques en loi de puissance en fonction de Pechelle. De plus, et Ton va voir que cette 
remarque n’est qu’une reformulation de ce qui vient d’etre dit, il a ete nrontre experiment ale me nt 
depuis quelques dizaines d’annees ([7], se reporter a [58, 10] pour la description des nombreuses 
experiences aboutissant a ce result at) que les exposants ( v (q) correspondants ne sont pas lineaires 
selon q. conformement a la prediction faite par Obukhov [135] et Kolmogorov [85] en 1962. 

On va done se placer dans un cadre plus riche car plus flexible, que l’on appellera dans ce 
memoire de these invariance d’echelle au sens large, qui revient a formuler l’hypothese suivante : 

les moments statistiques des accroissements sont toujours des lois de puissance de l’echelle a, 
rnais leurs exposants ne sont plus necessairement lineaires en q : 

E\8 x {t,a)\ q = Cga^^, avec ( x {q) / qH. (1.2) 

La fonction Cx{q), qui n’est plus lineaire a priori (e’etait la consequence de l’hypothese de 
l’invariance d’echelle stricte pour les processus auto-similaires), controle l’evolution des moments 
statistiques des accroissements. Notons que cette definition englobe le cadre precedent, qui corres¬ 
pond a la condition supplementaire de linearite pour les exposants Cx(q)- 

Si justement QxUl) n’est pas lineaire en q, les divers moments de la loi de probabilite des accrois¬ 
sements \Sx(t, a) | ne varient pas tous avec la rnerne ’’vitesse” selon Pechelle a, et leurs fonctions de 
densite de probabilite se deforment alors en fonction de Pechelle a. Ce n’est plus la forme fonction¬ 
nelle des distributions des accroissements qui est constante a travers les echelle comrne dans le cas 
des processus invariants d’echelle au sens stricte, rnais la ’’vitesse” avec laquelle elles se deforment 
qui est desormais constante a travers les echelles. C’est la qu’intervient l’hypothese d’invariance 
d’echelle : les distributions se deforment, rnais partout, (e’est-a-dire a toutes les echelles a) de la 
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meme faqon (c’est-a-dire que leurs moments statistiques varient en loi de puissance en fonction de 
l’echelle a). 

Ce cadre convient cette fois bien a la description de la vitesse turbulente pour les echelles iner- 
tielles, puisqu’elle perrnet la deformation des distributions lorsque l’echelle varie, tout en conservant 
le comportement en loi de puissance des moments statistiques. 

Prenons l’exemple du processus rnarche aleatoire multifractale [24, 127], qui est decrit dans 
l’annexe D, qui est invariant d’echelle au sens large, et dont on peut calculer les exposants (mrw(Q ) 
7 : Cmrw(?) = C\q— ^-q 2 8 . On peut choisir par exemple C\ = 0.5 et C 2 = 0.02, et les C mrw{q ) sont 
ainsi bien non lineaires. 

Un tel processus a ete synthetise et ses accroissements analyses de la meme faqon que ceux de 
la rnarche aleatoire dans le paragraphe precedent. Les resultats sont portes sur la figure 1.3, au mi¬ 
lieu. On voit que, contrairement au cas de la rnarche aleatoire, les distributions des accroissements 
changent de forme fonctionnelle avec l’echelle a, cornrne pour les signaux de vitesse turbulente (fi¬ 
gure de droite). La distribution a grande echelle est une gaussienne a grande echelle (distribution 
du haut), puis les distributions se deferment progressivenrent lorsque a diminue : les evenements 
de grande amplitude (i.e. d’amplitude superieure a quelques ecarts-type) deviennent de plus en 
plus probables, dans tous les cas plus que s’ils etaient distributes selon une loi gaussienne. Les ac¬ 
croissements a petites echelle sont alors generalement qualifies de statistiquement intermittents : les 
evenements de grande amplitude sont beaucoup plus probables que dans le cas d’un comportement 
gaussien. 

1.2.4 Regularity des processus invariants d’echelle 

On a vu dans le paragraphe 1.1.1 que le phenomene de turbulence pleinenrent developpee 
presentait deux caracteristiques generales : une invariance d’echelle a l’interieur de la gamrne des 
echelles inertielles, se traduisant par un comportement en loi de puissance des moments des ac- 
croissments, et un comportement tres irregulier des signaux, que l’on cherche a decrire a l’aide de 
singularites du type \v(x + l) — v(x)\ ~ l h . 

Ces deux proprietes sont bien sur reliees. II en est de meme pour les processus aleatoires dont 
les accroissements sont invariants d’echelle : chacune de leurs realisations presente une trajectoire 
tres irreguliere (par exemple une realisation de la rnarche aleatoire). La description multifractale, 
decrivant les realisations a l’aide de singularites, s’applique tout naturellement a ce type de pro¬ 
cessus : l’heuristique est la meme que celle utilisee pour les signaux de vitesse turbulente (cf. 
paragraphe 1.1.3). On parlera done des proprietes de regularity de ces processus, que l’on decrira 
selon le cadre multifractal a l’aide de singularites. 


'On abregera ’’rnarche aleatoire multifractale” par son acronyme anglais, mrw pour ’’multifractal random walk”. 
8 Cette expression n’est valable que pour q £ [— ^ 02 /2, +^/C2/2], nous aurons l’occasion d’y revenir longuement 
dans la partie III. 
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Chapitre 2 


Signaux experimentaux de turbulence 
pleinement developpee 


Le travail effectue au cours de cette these s’appuie sur une etude qui se veut precise de donnees 
experimentales, issues d’experiences de turbulence pleinement developpee. II est important de noter 
qu’une part tres significative de ce travail n’a pu exister que grace a l’utilisation de ces donnees 
experimentales, et les personnes qui ont effectues ces mesures et les ont gracieusement rnises a 
disposition sont ici tres sincerement remerciees. 

2.1 Donnees experiementales 

2.1.1 Donnees de l’ENSL, R\ ~ 380 et R\ ~ 580 

Les donnees de VENSL sont issues d’une experience de turbulence pleinement developpee realisee 
au laboratoire de Physique de l’Ecole Normale Superieure de Lyon par C. Baudet (LEGI, Universite 
Joseph Fourier, INPG et CNRS, Grenoble) et A. Naert (laboratoire de Physique de l’ENSL). II 
s’agit plus precisement d’une rnesure de vitesse (a l’aide d’un capteur a fil chaud) a l’interieur d’un 
jet turbulent, sur l’axe de symetrie du jet. Une description plus precise de ces donnees peut etre 
trouvee dans les references [150, 29, 113]. 

Deux experiences ont ete effectuees, la premiere de nornbre de Reynolds R\ — 380, la deuxieme 
avec R\ ~ 580. Chacun des deux jeux de donnees est constitue de 80 runs de 2 20 echantillons. 
Cela correspond, pour chaque run, a environ 2 8 (resp. 2 7 ) fois l’echelle de decorrelation (que l’on 
appellera abusivement souvent echelle integrale) pour le jeu de nornbre de Reynolds R\ — 380 
(resp. R\ ~ 580). 

2.1.2 Donnees de Modane, R\ ~ 2000 

Les donnees de Modane correspondent a une experience de turbulence de tunnel, realisee dans 
les locaux de l’ONERA a Modane lors de la campagne de 1995. Elies ont ete fournies par Y. 
Gagne (LEGI, Universite Joseph Fourier, INPG et CNRS, Grenoble). Le nornbre de Reynolds 
correspondant est : R\ — 2000. 

Ce jeu de donnees est constitue d’une seule rnais tres longue acquisition : il contient 25690112 
echantillons, ce qui correspond a environ 3100 fois l’echelle de decorrelation. 
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2.1.3 Donnees GReC, R\ ~ 3200 

Afin d’acceder a de grand nornbre de Reynolds, une experience, utilisant le fait que 1’helium 
gazeux a basse temperature (de l’ordre de 5 K) possede une viscosite cinematique v tres faible, a ete 
construite, notamment dans le cadre du travail de these de S. Pietropinto [140, 141]. L’experience 
consiste en la rnesure de la vitesse sur l’axe d’un jet turbulent, dont le nornbre de Reynolds corres- 
pondant est : R\ — 3200. 

Ces donnees sont elles-aussi constitutes d’une seule rnais tres longue acquisition : elle contient 
104857600 echantillons, ce qui correspond a environ 1600 fois l’echelle de decorrelation. 


2.1.4 Hypothese de turbulence gelee de Taylor 

Notons ici que les ecoulements consideres possedent une direction d’ecoulement rnoyen. On 
reperera cette direction par la coordonnee x et on notera v la composante de la vitesse selon cette 
direction. Les mesures de vitesse effectuees donnent acces a un enregistrement temporel de cette 
composante de vitesse, que l’on peut interpreter comrne un profil spatial a l’aide de l’hypothese de 
turbulence gelee de Taylor [163, 121, 58]. Si l’on note U la vitesse nroyenne selon la direction princi- 
pale de Pecoulement, l’hypothese de Taylor revient a considerer que la turbulence est advectee par 
Pecoulement rnoyen, a la vitesse U, sans avoir le temps d’etre notablement modifiee. L’enregistre- 
rnent temporel est ainsi interprets, via le changement de variable x = Ut, comrne un profil spatial, 
a un temps fixe, de Pecoulement de turbulence pleinement developpee etudie. Notons qu’il existe 
des techniques plus raffinees, ou le raisonnement precedent est applique de fagon locale (c’est par 
exemple le cas pour les donnees de l’ENSL et GReC, pour lesquelles l’obtention de profils spatiaux 
a ete effectuee par les experimentateurs eux-memes), rnais nous ne discuterons pas ce point-la. 

On a done acces, pour chacun des quatre jeux de donnees precedents, a des profils spatiaux des 
ecoulements Studies, et on notera ainsi la vitesse v(x). 


2.1.5 Valeurs des grandeurs physiques caracteristiques 

L’analyse effectuee dans la partie IV, sur les donnees de l’ENSL, R\ ~ 380 et sur les donnees de 
Modane, nScessite la connaissance de grandeurs physiques caractSrisant ces ecoulements turbulents. 
Ces valeurs ont ete calculSes de la faqon suivante, suivant les precieux conseils des experimentateurs 
de la turbulence et des nrembres du laboratoire de physique de l’ENSL, notamment B. Castaing. 


Pour les donnees de l’ENSL, R\ ~ 380, bien resolues spatialement rnais de nornbre de Reynolds 
relativement faible, on calcule d’abord l’echelle de Taylor a partir de sa definition (cf. l’annexe A) : 


A = 



2 ’ 


ou a est l’ecart-type de la vitesse. La derivee numerique || est estimee grace aux accroissenrents 
de vitesse a l’echelle de l’echantillonnage 1 . On en deduit alors la puissance nroyenne dissipee par 
unite de masse e par la relation (cf. l’annexe A) [86, 121, 58] : 


e = 15i/ 



’C’est-a-dire : §%(x = n + 1/2) ~ v(n + 1) — v(n). 
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Pour les donnees de Modane, rnoins bien resolues spatialement rnais de nornbre de Reynolds 

relativement eleve, on utilise la loi des 4/5 de Kolmogorov (cf. la partie IV) : on suppose que le 

maximum de la fonction de structure d’ordre 3 compensee construite sur les accroissements non- 

2 

signes vaut —4/5e. On en deduit alors A, toujours par la relation e = 15i/jz. 

Les valeurs ainsi calculees sont reportees dans le tableau suivant. 

donnees ENSL, R\ ~ 380 Modane 
R~x ~ 380 ~ 2000 

e 4.49 m 2 .s~ 3 1.91 m 2 .s ~ 3 

A 6.43 m 17.9 m 

2.2 Donnees issues de simulation numerique (DNS) 

Enfin, des donnees issues de simulation numeriques DNS 2 , simulant les equations de Navier- 
Stokes en trois dimensions ont ete utilisees. Elies ont ete realisees par E. Leveque (laboratoire de 
physique de l’ENSL) et C.R. Koudella (universite de Cambridge) [100, 101]. Ces donnees concernent 
le champ de dissipation, et sont constitutes de 18 runs de 256 x 256 x 256 echantillons, contenant 
chacun 2x2x2 echelles integrales. Le nornbre de Reynolds correspondant est : R\ — 140. 

II est important de faire la remarque suivante : le nornbre de Reynolds est faible, et la gamme 
d’echelles inertielles est tres petite. En pratique, l’analyse multifractale de ces donnees sera ainsi 
delicate. C’est pourquoi en particulier elle n’est effectuee que sur les donnees de dissipation, pour 
laquelle elle sernble avoir un sens, au rnoins qualitativement (cf. le paragraphe 12.2), tandis que 
1’analyse multifractale des donnees de vitesse turbulente n’est pas satisfaisante, y compris qualita¬ 
tivement. 


"Pour Direct Numerical Simulation. 
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Deuxieme partie 

Analyse multifractale 
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Cette partie regroupe les travaux effectues sur l’etude d’un nouvel outil d’analyse multifrac- 
tale : le formalisme multifractal base sur les coefficients dominants. La demarche adoptee s’inscrit 
pleinement dans l’action de l’equipe Sisyphe (Signaux, Systemes et Physique) au sein du Labora- 
toire de Physique de l’Ecole Normale Superieure de Lyon : il s’agit d’utiliser des methodologies 
mathematiques, des outils de traitement de signal avances afin d’en faire un usage precis et bien 
compris dans le domaine de la physique, plus particulierement la turbulence pleinement developpee 
en ce qui nous concerne. 

C’est dans cet esprit de clarification et de comprehension approfondie des outils de Tanalyse 
multifractale pratique qu’a ete redigee cette partie. II va ainsi etre presente au chapitre 6 un nouveau 
formalisme multifractal, base sur de nouvelles quantites multi-resolution : le formalisme multifractal 
base sur les coefficients dominants. Celui-ci a recemment ete introduit par Stephane Jaffard [73], 
du Laboratoire de Mathematiques Appliquees de l’Universite Paris XII a Creteil. L’objectif est la 
description la plus simple possible, rnais a la fois precise et detaillee, de ce nouveau formalisme, en 
collaboration avec Stephane Jaffard. II s’agit a la fois d’essayer de cerner au plus pres les differences 
entre ce formalisme multifractal et celui base sur les coefficients d’ondelette discrets (chapitre 5), 
afin de mieux comprendre pourquoi sa portee est plus generale (il perrnet en effet d’effectuer Tana¬ 
lyse multifractale d’une classe plus large de signaux, et ce de fagon plus complete). Il s’agit done 
d’une relecture de ces concepts mathematiques, par et pour des physiciens. 

Cette methodologie est ensuite, pour la premiere fois a notre connaissance, numeriquement 
mise en pratique, avec la mise au point de programmes informatiques, utilisant le logiciel Matlab 
(chapitre 7). Il est ainsi possible de caracteriser numeriquement les performances de ce formalisme, 
et d’en illustrer concretement les apports theoriquement attendus (chapitre 7). On utilisera en 
particulier les series d’ondelettes aleatoires (cf. paragraphe 4.2), introduces par Jean-Marie Aubry 
et Stephane Jaffard en 2002 [21, 22], Ces processus multifractals ont la particularity de posseder 
des singularites oscillantes (cf. paragraphe 3.1.2) presque partout, contrairement aux processus 
multifractals usuels. Ce processus permettra de bien saisir et expliquer les differences entre les for- 
malismes multifractals bases sur les coefficients d’ondelette discrets ou les coefficients dominants 
(chapitre 7). 

Les outils numeriques construits, permettant la mise en oeuvre du formalisme multifractal base 
sur les coefficients dominants, seront appliques a des signaux reels, issus d’experiences de turbu¬ 
lence pleinement developpee (chapitre 8). Il sera ainsi illustre que l’usage de ce formalisme sur des 
donnees reelles doit etre controle de fagon tres soignee. Ce formalisme perrnet alors la mesure de la 
totalite du spectre de singularites de certains signaux, que Ton peut ainsi correctement comparer 
aux predictions de modeles theoriques. Enfin, la question de l’existence de singularites oscillantes 
dans ces signaux de vitesse turbulente sera discutee. 


24 



Chapitre 3 


Regularity 


et analyse multifractale 


Nous allons ici definir la regularite ponctuelle d’une fonction, que l’on notera /, qui aboutit a la 
definition de 1 1 exposant de Holder (paragraphe 3.1). Cette notion permet alors de proposer une clas¬ 
sification des fonctions selon leurs proprietes de regularite ponctuelle (paragraphe 3.2). L ’analyse 
multifractale d’une fonction / est alors la caracterisation des exposants de Holder que possede /, 
par l’intermediaire d’une quantite appelee spectre de singularit.es (paragraphe 3.3). 

Notons enfin que dans toute cette partie, / designera indifferemment une fonction determinate 
on une realisation particuliere d’un processus aleatoire. 

3.1 Notions de regularite d’une fonction 

Les processus aleatoires auxquels l’analyse multifractale s’interesse possedent des proprietes de 
regularite particulieres. L’archetype de ces processus est la fameuse rnarche aleatoire (se reporter au 
paragraphe 1.2 pour sa definition), decrite par A. Einstein il y a tout juste un siecle [54], La rnarche 
aleatoire est un processus dont chaque realisation est continue rnais nulle part differentiable. Chaque 
realisation est done dans l’ensemble C'°(M) rnais pas dans C' 1 (M). Se contenter d’affirnrer seulement 
que chaque realisation est un fonction continue est plutot frustrant : il sernble bien que la richesse 
d’une telle fonction ne reside pas seulement dans sa simple continuite. Pour pouvoir aller plus loin, 
il faut disposer d’autres notions que la continuite ou la differentiabilite. Il est done necessaire de 
definir des notions intermediaires, introduisant des regularites reelles, non-necessairement entieres 
comrne la continuite ou la differentiabilite. 

L’exposant de Holder, permettant de definir localement la regularite maximale d’un processus, 
est defini dans cette partie et sera au centre d’un bonne partie de ce memoire. 

Des exposes sur ces notions de regularite, tres interessants tout en restant simples, peuvent etre 
trouves dans [72, 164], 

Rappelons que l’on s’interesse dans toute cette partie a des fonctions , e’est-a-dire a des appli¬ 
cations de l’ensemble des reels dans lui-meme. 
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3.1.1 Regularities ponctuelle et uniforme. Exposant de Holder 
Regularity ponctuelle 

Commenqons tout d’abord par definir proprement la generalisation de la regularity ponctuelle 
d’une fonction a des valeurs non-entieres. 

/ € C a (to), avec a > 0, s’il existe des constantes C > 0 et 6 > 0, ainsi qu’un polynome P 
d’ordre strictement inferieur a a tel que : 

si |t — to| < 5, \f(t) - P(t - i 0 )| < C\t - t 0 \ a . (3.1) 

Le polynome P est alors unique et, si la fonction / adrnet un developpement de Taylor de degre 
strictement inferieur a a au point to et est C a (t ) sur un voisinage de to, alors P est ce developpement 
de Taylor 1 . Par exemple, si a < 1, alors P(t) = /(to)- 

Cette definition generalise done bien les notions de continuity et de differentiabilite habituelles 
des fonctions (cas a = 0 et a = 1). 

Exposant de Holder 

La propriety precedente est verifiee pour tout un continuum de valeurs de a. On definit alors 
l’exposant de Holder hf(to) de la fonction / au point to comme la valeur maximale de a verifiant 
cette propriety : 


h f (t 0 ) = Sup {a If <E C“(t 0 )} (3.2) 

L’exposant de Holder donne done la regularite ponctuelle maximale de la fonction / autour de 
la date to- 

Regularite uniforme : fonctions uniformement holderiennes 

Donnons desormais une caracterisation uniforme (i.e. sur tout l’axe reel) de la regularity de la 
fonction /, ce qui perrnet de definir une classification de 1’ensemble des fonctions de l’axe reel selon 
leur regularite. 

On dira que / est uniformement holderienne, f £ C“(M)), si elle respecte la condition suivante : 

/eC“(R) <=► 300/Vt, 3P t (u) / \f{u)-P t (u)\ <C\t-u\ a , (3.3) 

ou Pt est un polynome de degre strictement inferieur a a. Si a < 1, alors Pt(u) = f(t). 

3.1.2 Lien entre exposant de Holder et la notion de singularity 
Retour sur la notion de singularity 

La description multifractale de signaux a ete historiquement introduite afin de caracteriser 
des signaux partout irreguliers selon l’heuristique suivante (cf. partie 1.1) : le signal / etudie se 

1 Notons que la fonction / peut etre C a (to) sans pour autant admettre un developpement de Taylor en to : e’est 
le cas par exemple (tire de [72]) d’un ’’chirp” /(£) = t n sin(l/£ n ), qui est C n (0), mais n’admet pas de derivee seconde 
en t = 0. Done si n = 2.5 par exemple, / est C 2,5 (0) mais non deux fois differentiable en t = 0. 
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comporte partout localement comme | /(f) — /(fo)| ~ \t — to\ h ( to \ Un tel comportement en loi de 
puissance locale, avec un exposant h(to) non-necessairement entier, est appele singularite. 

Comme il en a deja ete fait la remarque, le developpement de l’approche multifractale a ete initie 
dans le domaine de la turbulence hydrodynamique, celle-ci aiguillonnant alors le developpement 
de 1’analyse multifractale dans le domaine des mathematiques [68, 75, 70]. Celle-ci est fondee sur 
l’exposant de Holder hf(to) (cf. partie 3.1.1), introduit afin de mathematiser la notion heuristique 
de regularity locale (| /(f) — /(to)I ~ |f — tol^ - )- Dans le cas de la notion heuristique (historique) de 
singularite \f{t) — /(fo)| ~ |f — to\ h ( to \ l’exposant de Holder au point to est effectivement h(to) : 
hf(t 0 ) = h(t 0 ). 

Mais l’assertion |/(t) — /(to)| ~ |f — tol^^ 0 ^ => /ij(fo) = h(to) n’a pas de reciproque (rnerne en 
se limitant a un exposant de Holder inferieur a 1) : une fonction / peut avoir un exposant de Holder 
hf(to) au point to et cependant ne pas se comporter localement comme |/(t) — /(to)| r\j | £ -to|^ o) . 
L’exposant de Holder caracterise le comportement local d’une fonction / a l’aide d’objets que 
l’on denommera toujours singularites, mais qui sont une generalisation de la notion historique 
precedemment decrite de singularite |t — to\ h ^■ II est done necessaire de decrire plus precisement 
ce que l’on entend par ’’singularite”. 


Zoologie des singularites 

On generalise alors la notion de singularite a des objets plus complexes, toujours appeles sin¬ 
gularity : 

< 3 - 4 > 

avec h > 0 et /3 < 0. 

Cette singularite possede a priori une partie oscillante, caracterisee par 1’ exposant d'oscillation 
(3. L’exposant de Holder caracterise de faqon generale Venveloppe de la singularite, done le caractere 
plus ou rnoins singulier, mais pas ce caractere oscillant. 


Comme il va etre discute ci-dessous, le cas ou la singularite n’a pas de partie oscillante (i.e. 
(3 = 0) est un cas tres important. On definit ainsi generalement deux types caracteristiques de 
singularites, comportant ou non une partie oscillante (i.e. (3 > 0 ou (3 = 0) : 


•les singularites simples ou ’’cusps” : 
•les singularites oscillantes ou ’’chirps” : 


1 1 - t 0 \ h 


(3.5) 


Des exemples de ces deux types de singularites sont traces dans la figure 3.1. 


Le cas des singularites pour lesquelles il n’y a pas de partie oscillante n’est pas seulement un 
cas particulier pour lequel (3 = 0. C’est tout d’abord en raisonnant sur ce type de singularites 
que le formalisme multifractal a ete fonde [138]. Au-dela du cote historique, certains processus 
multifractals ne possedent que ce type de singularites : c’est en particulier le cas des processus 
multifractals construits a l’aide d’une cascade multiplicative 2 (cf. l’annexe D). Il est d’ailleurs 
important de noter que la developpement de la description multifractale a ete faite en utilisant 
presque exclusivement des processus bases sur des cascades multiplicatives et ne possedant done 
pas de singularites oscillantes. S. Jaffard, Y. Meyer et A. Arneodo et son equipe ont ete les premiers 
a realiser que la notion d’exposant de Holder recouvrait des objets plus generaux que les singularites 

2 Communication privee de S. Jaffard. 
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Fig. 3.1 - Gauche : singularity simple de parametre h = 0.8. Droite : singularity oscillante 

de parametres h = 0.8 et /? = 1. 


simples, et a essayer de construire des processus multifractals contenant des singularites oscillantes 
[15, 75, 11, 12, 14, 71]. J.-M. Aubry et Stephane Jaffard on recemment propose [21, 22] un nouveau 
processus, les series d’ondelette aleatoires , qui sera particulierement etudie et utilise dans le cadre 
de cette these (cf. paragraphe 4.2 et chapitre 7). 

3.1.3 Fonctions scalaires definies sur 

Toutes les notions de regularity definies jusqu’ici concernent des fonctions / definies sur R et 
a valeurs dans le rnerne ensemble R. Nous allons desormais nous interesser au cas plus general 
des fonctions qui prennent toujours leurs valeurs dans R (done des fonctions scalaires 3 ), rnais qui 
sont cette fois definies sur un espace reel a d dimensions : R d . Cette generalisation est d’interet 
certain, puisque les quantites physiques, issues de l’etude de la turbulence hydrodynamique, aux- 
quelles s’interesse plus particulierement ce travail de these sont par nature des objets vivant dans 
un espace a 3 dimensions : R 3 . 

La question de generaliser encore plus cette approche aux fonctions vectorielles, e’est-a-dire 
definies sur R rf et a valeurs dans R p en toute generality est bien-sur interessante : un champ de 
vitesse turbulent est par exemple intrinsequement une fonction de R 3 dans R 3 ... P. Kestener a 
recemment [79, 80] aborde ce sujet, qui bien que reellement interessant, sort du cadre de ce travail 
de these. 

Nous allons done ici nous attacher a Petude de fonctions scalaires definies sur M d , en pratique 
R 1 , R 2 ou R 3 . II faut commencer par generaliser les notions de regularity ponctuelle et d’exposant 
de Holder aux cas des fonctions scalaires definies sur R rf . 

Notions de regularity pour une fonction scalaire definie sur R d . 

On se place done dans le cadre qui vient d’etre defini, celui des fonctions definies sur R rf et a 
valeurs dans R. La redefinition des notions de regularity locale dans ce cas-la est directe, puisqu’il 

3 On appelle communement de telles fonctions fonctions scalaires, par opposition aux fonctions vectorielles, prenant 
leurs valeurs dans R p , avec p entier au moins egal a 2. 
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suffit seulement de changer la norrne euclidienne |.| sur M par la nornre euclidienne sur R d 4 , qui 
sera toujours notee |.|. 

Regularity ponctuelle 

La regularity ponctuelle d’une fonction / definie sur R d autour de la date to E R d se definit 
conrnre dans le cas n = 1. / E C a (to), ave a > 0, s’il existe des constantes C > 0 et 5 > 0 ainsi 
qu’un polynonre P (defini sur M d ) d’ordre strictenrent inferieur a a tel que : 

Vt el d / \t-t 0 \ <5, \f(t)-P(t-to)\<C\t-t 0 \ a . (3.6) 

Exposant de Holder 

La definition de l’exposant de Holder est done la nrenre : hf{to) est la valeur nraxinrale de a 
verifiant la propriety 3.6 : 


hf(to) = Sup {a / / E C a (t 0 )} (3.7) 

Fonction uniformement holderienne 

Pour finir, la propriety de regularity uniformement holderienne se definit comnre sur M 
que / appartient a C' Q (M d ) si : 

feC a (R d ) 3C* > 0 / V t, 3P t (u) / \f(u)-P t (u)\<C\t-u\ a , 

ou P-t est un polynonre de degre strictenrent inferieur a a. 

3.2 Classification des fonctions selon leurs proprietes de regularite. 
Fonctions multifractales 

II a ete defini au paragraphe precedent l’exposant de Holder hf(to), qui forme une fonction 
de M, support de la fonction / etudiee, dans lui nrenre. C’est la bonne quantite pour etudier et 
caracteriser les proprietes de regularity ponctuelle de la fonction /. 

Fonctions homogenes 

On definit les fonctions homogenes [87], pour lesquelles les exposants de Holder sont statistique- 
nrent repartis de faqon homogene sur le support de la fonction /. L’exposant de Holder definit alors 
une fonction soit constante, soit partout discontinue. En effet, si l’on prend une fonction continue 
pour hf(t), alors la probability d’avoir un exposant de Holder h\ a la date t\ et a la date ti ne 
depend pas seulement de l’ecart (ti — ti), nrais aussi de hi, done de t\ puisque la probability que 
hi = h\ tend alors vers 1 lorsque (ti — to) ^ 0. Un tel processus n’est pas stationnaire au second 
ordre. L’exposant de Holder hf(to) definit done, pour une fonction homogene, soit une fonction 
constante, soit une fonction au nroins discontinue. 

On supposera que toutes les fonctions etudiees dans le cadre de cette these sont des fonctions 
honrogenes. 

4 On rappelle la definition de la norme euclidienne sur R d : si x € R d a pour composantes les Xi, i = l..n, alors 
1*1 = sjx\ + *| + ... + Xi- 


: on dira 

(3.8) 
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Fonctions monofractales 

La situation la plus simple est le cas ou hf(to) est une fonction constante : hf(to) = h Vfo- La 
fonction / a done partout la meme regularite ponctuelle et est alors appelee fonction monofractale. 

C’est le cas par exemple pour le processus de rnarche aleatoire introduite au paragraphe 1.2 : on 
rnontre en effet que chaque realisation de ce processus est une fonction dont l’exposant de Holder 
est presque partout egal a 1/2. Le processus rnarche aleatoire, ou encore mouvement brownien 
ordinaire, fait partie d’une classe de processus plus large, les mouvements browniens fractionnaires, 
definis par Mandelbrot et Van Ness en 1968 [112] rnais deja introduite par Kolmogorov en 1940 [82], 
qui sont tous des processus gaussiens rnais dont les proprietes de correlation de leurs accroissements 
a grande echelle (on rappelle que par construction la fonction de correlation des accroissements de 
la rnarche aleatoire est 5(r)) et de regularite ponctuelles sont controlees par un seul parametre, 
souvent note H, strictement compris entre 0 et 1. Le mouvement brownien fractionnaire est en 
particulier [5] monofractal, d’exposant de Holder (constant) partout egal a H. On retrouve le 
mouvement brownien ordinaire lorsque H = 1/2. 

La description des signaux de vitesse turbulente introduite par Kolmogorov en 1941 [84] entre 
dans ce cadre, puisqu’il revient a la decrire par un mouvement brownien fractionnaire de parametre 
H = 1/3. 

Fonctions multifractales 

Interessons-nous desormais au cas ou l’exposant de Holder n’est pas une constante : hf(to) / cte, 
rnais est une fonction discontinue de to - Une telle fonction / est alors dite multifractale. Pour de telles 
fonctions, les proprietes de regularite ponctuelles sont elles-memes tres irregulieres, puisque variant 
fortement d’un point a l’autre (l’exposant de Holder est une fonction discontinue). La description 
proposee par Kolmogorov et Obukhov en 62 [85, 135] pour la vitesse turbulente correspond en fait a 
cette categorie. Le cadre des fonctions multifractales est bien adapte a la description des proprietes 
des signaux de vitesse turbulente a l’interieur de la zone inertielle [138, 58]. On y reviendra plus 
longuement a la fin de ce memoire de these. 


3.3 Analyse mult ifr act ale 

La propriete essentielle des fonctions multifractales d’avoir une regularite (l’exposant de Holder) 
’’partout differente” arnene les commentaires suivants. Tout d’abord, d’un point de vue pratique, il 
apparait totalement illusoire de vouloir mesurer l’exposant de Holder en chaque point, ne serait-ce 
qu’a cause du necessaire echantillonnage des signaux etudies. De plus, meme dans le cas ou cette 
rnesure ponctuelle serait possible, on aurait acces a une information tellement riche que l’on ne 
saurait quoi en faire. 

3.3.1 Ensembles iso-Holder 

L’idee est en fait de rassembler les exposants de Holder en ensembles iso-Holder Ef(h), en¬ 
sembles des dates to ou l’exposant de Holder prend une valeur particuliere h : 

Ef(h) = {t 0 / hf(t 0 ) = h }, (3.9) 

puis de classer ces ensembles selon leur ’’importance geometrique”. Cette derniere notion, vague, 
reqoit une definition precise a l’aide de la dimension de Hausdorff. 
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3.3.2 Dimension de Hausdorff 

Pour quantifier proprement 1’ ’’importance geometrique” d’un ensemble de R n , que l’on notera 
E, pour qui la dimension topologique usuelle, forcement entiere, ne sernble pas assez riche. Par 
exemple, les ensembles iso-Holder qui viennent d’etre definis ont pour dimension topologique 0 ou 
1 (si / est definie sur M). L’information fournie par la dimension topologique est done clairement 
insuffisante pour proposer une classification de ces ensembles. 

Le bon outil pour effectuer ce classement est la dimension de Hausdorff [65], dont la definition 
est rappelee ici. On pourra se reporter par exemple (parrni le grand nornbre d’ouvrages traitant de 
ce sujet) a [55, 165, 159] pour plus de details. 


Mesure de Hausdorff 

Soit Q(E, e) un ensemble d’ensembles ouverts lo de M n de taille < e (distance maximale entre 
deux points de cet ensemble) et qui recouvrent E : 


EC [J w. 

cj££2(E,e) 

La mesure de Hausdorff d-dimensionnelle de l’ensemble E est alors definie par : 


m 


(E, d) = lim inf V St 

v ' £-0Sl(E,e) ^ 

v ' uj£fl(E,e) 


La mesure m(E, d) peut a priori etre finie ou infinie selon la valeur de d. 


Dimension de Hausdorff 

En fait, on peut montrer [55, 165, 159] que m(E, d) = 0 si d < d c et m(E. d) = +oo si d > d c . 
On appellera dimension de Hausdorff de l’ensemble E (notee Dinin E) la valeur de transition d c : 

Dinin E = inf {d / m(E, d) = +oo} = sup{d / m(E, d) = 0} . 

Notons que par convention, Dimn0 = — oo (ou 0 est l’ensemble vide). 

La dimension de Hausdorff perrnet done d’introduire des valeurs intermediaires, quelconques 
dans M, entre les dimensions topologiques entieres. Elle va permettre ainsi de classer par exemple 
des ensembles de points de dimension topologique nulle, rnais remplissant ’’plus ou rnoins” M. 

3.3.3 Spectre de singularites Df(h ) 

Definition 

L’ analyse multifractale s’attache alors a caracteriser les fonctions multifractales a l’aide d’une 
information contenue dans le spectre de singularites Df(h), defini cornrne la dimension de Hausdorff 
des ensembles de points ou l’exposant de Holder prend une valeur particuliere (ensembles iso- 
Holder) : 


Df(h) = Dinin Ef(h). 


(3.10) 
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Cas des fonctions homogenes 

On peut expliciter la notion de fonction homogene definie dans le paragraphe 3.2 : puisque les 
exposants de Holder sont repartis de faqon homogene sur le support de la fonction multifractale 
etudiee (ils sont partout presents), le spectre multifractal des restrictions de la fonction / a deux 
ensembles ouverts disjoints sont forcement les rnernes, et done egaux au spectre multifractal de / : 

C M ouvert, D^ n (h) = Df(h ) (3.11) 

Realisation particuliere d’un processus aleatoire 

Revenons un instant au cas ou la fonction / est une realisation particuliere d’un processus 
aleatoire X. La notion de spectre de singularites s’etend aux processus aleatoires, comrne une 
propriete statistique. Par definition, Dx(h) est le spectre de singularites du processus aleatoire X 
si pour presque chaque realisation / 5 a pour spectre de singularites (au sens precedent des fonctions) 
Df(h ) = Dx(h). On ne fera pas par la suite de distinction, et on parlera simplement de spectre de 
singularites, que ce soit pour une fonction ou pour un processus aleatoire. 

Concavite du spectre de singularites 

Dans un tres grand nornbre de cas (se reporter par exemple a la reference [3]), rnerne s’il est a 
priori possible de construire des contre-exemples, le spectre de singularites Df(h) est un fonction 
concave 6 . Ce constat, qui peut paraitre anodin, est en fait interessant a double titre. Tout d’abord, 
il est verifie pour les modelisations multifractales utilisees en turbulence (cf. par exemple [58, 11]). 
De plus les resultats que nous allons decrire, sont de faqon generate obtenus sous forme d’enveloppe 
convexe du spectre multifractal Df(h), rnais peuvent devenir exacts lorsque le spectre de singularites 
est concave. 

3.3.4 Analyse multifractale 
But de l’analyse multifractale 

Le spectre de singularites quantifie done les poids relatifs, a l’aide de la dimension de Hausdorff, 
des differents exposants de Holder presents dans la fonction etudiee. Une diminution d’information 
sur la regularite ponctuelle intervient bien ici : on ne s’interesse pas a la repartition exacte des 
divers exposants de Holder, rnais seulement a la ’’taille”, au sens de la dimension de Hausdorff, des 
ensembles de rnerne exposant de Holder. 

L ’analyse multifractale consiste done a decrire les proprietes de regularites ponctuelles par 
l’intermediaire du spectre de singularites. C’est done une description globale des proprietes locales 
de regularite ponctuelle de la fonction etudiee. 

Necessity d’un outil pour effectuer l’analyse multifractale 

II vient d’etre defini un but : l’analyse multifractale de fonctions (de signaux), qui caracterise 
done la fonction etudiee par l’intermediaire de son spectre de singularites . II reste maintenant a 
definir quels sont les outils pratiques permettant d’effectuer cette analyse. 

5 C’est-a-dire que la probability qu’une realisation verifie cette propriete vaut un. 

6 Une fonction concave verifie V*,j/ avec x < y, Vt £ [0,1], f(tx + (1 — t)y) > tf(x) + (1 — t)f(y), une fonction 
convexe verifiant f(tx + (1 — t)y) < tf(x) + (1 — t)f(y). 
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Cette question trouve sa reponse avec la construction de formalismes multi fractals, qui definissent 
des methodologies pratiques de mesure du spectre de singularity d’un signal. Notons bien des- 
a-present qu’il existe plusieurs formalismes multifractals, qui bien que construits selon la rnerne 
philosophie, different a l’arrivee par un domaine de validite plus ou rnoins etendu. En effet, ils 
reposent tous fondamentalement sur l’utilisation d’une quantite multi-resolution, dont l’archetype 
est l’accroissement pour les fonctions. L’utilisation de quantites multi-resolution differentes, par 
exemple les coefficients d’ondelette discrets, arnene done a definir des formalismes multifractals aux 
efficacites respectives differentes. 

La construction et la rnise en pratique des formes les plus avancees de formalisme multifractal, 
ainsi que la discussion de leurs efficacites respectives, sont l’une des thematiques centrales de ce 
travail de these, et font l’objet de l’ensemble ce cette premiere partie. 
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Chapitre 4 


Processus 


multifractals synthetiques 


Des processus multifractals synthetiques sont utilises dans cette partie afin d’illustrer le pro- 
pos, et de numeriquement caracteriser les formalismes multifractals utilises. Le premier processus 
multifractal historiquement introduit est la cascade de Mandelbrot canonique [105], construite a 
l’aide d’une cascade multiplicative, a la suite des travaux de Yaglorn [170] (cf. l’annexe D). Ce 
processus definit des signaux de type densite (cf. les annexes C et D), or cette partie s’attache a 
1’analyse multifractale des fonctions. II va done etre utilise des processus multifractals definissant 
des signaux de type fonctions. Tout d’abord les cascades d’ondelette aleatoires, introduites a la fin 
des annees 90 par A. Arneodo et son equipe [17] afin de synthetiser des fonctions possedant des 
proprietes multifractales proches de celles observees sur les signaux de vitesse turbulente, puis en- 
suite les series d’ondelette aleatoires. Ce processus a tout recemment ete defini par J.-M. Aubry et 
S. Jaffard [21, 22], et possede la particularity de contenir des singularities oscillantes, contrairement 
au premier processus. Les realisations de ces processus sont numeriquement synthetisees a l’aide de 
codes informatiques utilisant le langage Matlab. 

4.1 Cascades d’ondelette aleatoires 

4.1.1 Definition 

Coefficients d’ondelette discrets df(j,k) 

L’idee est de construire chaque realisation du processus a partir de ses coefficients d’ondelette 
discrets df(j,k ) (cf. l’annexe B). En effet, il est possible de reconstruire une fonction a partir de 
la connaissance de ses coefficients d’ondelette discrets, car effectuer une transformee en ondelette 
discrete revient a decomposer le signal analyse sur une base orthonormee de l’ensemble des fonc¬ 
tions L 2 (M) 1 . 

Rappelons seulement que les coefficients d’ondelette discrets sont definis a partir des cornpo- 
santes de la fonction / sur la base de L 2 (M) forrnee par les ondelettes = 2 _ - ? / 2 '0o(2— k), 

ou V’o est l’ondelette-mere (se reporter a l’annexe B), e’est-a-dire par rapport au produit scalaire 
(celui definissant la norrne sur L 2 (M)) entre la fonction / et l’ondelette ipj k- L es coefficients df(j, k) 
ne sont en fait pas tout-a-fait les coordonnees de la fonction / sur la base orthonormee {V’j.fc}) nrais 

1 Une fonction reelle / appartient a l’ensemble L 2 (R) si elle est de carre sommable, i.e. l’integrale f R dt f 2 (t) est 
convergente. 
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2 J / 2 fois ces coordonnees : 

df(j,k) = 2“ j/2 [ dtf(t)'ip jjk (t) = 2~ 3 [ dtf{t)il>o{2~ 3 t - k). 

Cela revient a utiliser une normalisation L 1 pour les ondelettes ipj ki cpii est en fait adaptee a la 
caracterisation des proprietes de regularity ponctuelle d’une fonction par ses coefficients d’ondelette 
(on reviendra longuenrent sur ce point dans les chapitres suivants, notanrnrent an paragraphe 5). 

Puisque les ondelettes k £ Z, j 6 Z} fornrent une base orthonormee de L 2 (R), la fonction 

/ peut s’exprimer de la fagon suivante : 

fit) = ^’)V’o(2 ~H - k). (4.1) 

La formule (4.1) pernret done de definir une fonction a partir de ces coefficients d’ondelette 
discrets. Ce principe est a la base de la definition des cascades d’ondelette aleatoires. 

Cascade sur les coefficients d’ondelette 

Plus precisenrent, les proprietes multifractales recherchees sont introduites par l’internrediaire 
d’une cascade multiplicative sur les coefficients df(j, k). analogue a celle definissant les cascades de 
Mandelbrot canoniques (cf. annexe D). Cette cascade est definie iterativenrent a partir de multi- 
plicateurs Wj^ k , qui sont des variables aleatoires independantes et identiquement distributes (e’est 
pourquoi on les notera parfois sinrplenrent W). Les coefficients d’ondelette discrets de la cascade 
d’ondelette aleatoire sont alors definis a partir de ce processus nrultiplicatif (on utilise l’acronynre 
de la denomination anglaise : rwc pour random wavelet cascade ) : 

\drwc{ji k) | n_j , =l..j, k/X(j' ,k')C.\(j,k)Wj' t k' > 

ou A (j,k) est l’intervalle dyadique [2^k,2 J (k -h 1)[. Notons que la cascade, dont le resultat est 
forcenrent positif, definit le module des coefficients d rwc (j, k). Leur signe ne joue pas de role, et est 
tire aleatoirenrent de fagon homogene en pratique. 

II est important de faire ici la renrarque suivante : les coefficients d’ondelette discrets ont une 
structure forte de dependance statistique a travers les echelles a = 2 J , due a leur definition issue 
d’une cascade multiplicative a travers les echelles. Ils ne sont pas en particulier statistiquement 
independants. 

4.1.2 Proprietes multifractales 

Les proprietes multifractales du processus ainsi construit sont contenues dans la statistique 
des multiplicateurs W. II est en effet possible de montrer [17] que le spectre de singularites de ce 
processus peut etre deduit de la fonction (p rW c(q)i definie comme suit : 

Vrwciq) = -log 2 (VW q ) . (4.2) 

Notons que la fonction (p rW c(q) est alors necessairement concave, ceci etant vrai pour —log 2 (E|X| <? ) 
pour toute variable aleatoire X [56]. 
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Definissons alors la transformee de Legendre de (p rW c(q ) : 


TL[p rwc }(h) = 1 + min (qh - <p rW c(q )) • 
q 


Le spectre de singularites D r 
TL[(p 

rwc }(h) [17] : 


~{h) du processus cascade d’ondelette aleatoire se deduit alors de 


Drwc(h) 


TL[ip 

rwc ](h) si h / TL[ip rwc \w> o 
—oc sinon 


(4.3) 


Le spectre de singularity de ce processus est done une fonction concave (puisque e’est une 
transformee de Legendre), definie sur le support [hi, h 2 ], avec 0 < h\ < h 2 tels que T L[ip rwc ](hi) = 
TL[cp rwc ](h 2 ) = 0. 

Notons des-a-present que le fait que D rwc (h ) = —00 lorsque h ^ [hi,h 2 ] signifie bien que ce 
processus ne possede pas en nroyenne d’exposants de Holder autres que ceux appartenant a [hi, h 2 ]. 

Enfin, il est important de preciser que le processus de cascade d’ondelette aleatoire ne contient 
pas de singularites oscillantes 2 (cf. la definition 3.5). 


4.1.3 Un exemple : cascade d’ondelette aleatoire log-normale 

Les nrultiplicateurs W sont tires selon une loi de probability log-normale : W = 2~ u avec U va¬ 
riable aleatoire gaussienne. Une loi de probability nornrale (au gaussienne) n’a que deux parametres 
(sa nroyenne m et son ecart-type 3 a), et le calcul de la fonction (p rW c{q) (definie selon l’equation 
(4.2)) se fait facilenrent 4 aboutissant au resultat suivant : 


Prwc(q) = rn.q 


ln ( 2 ) 2 
2 q 


(4.4) 


Spectre de singularites D rwc (h) 

En utilisant alors la definition (4.3) et l’expression (4.4), on arrive facilenrent au spectre de 
singularites de la cascade d’ondelette aleatoire log-nornrale : 


Drwc(h) 


1 - 2 hi( 2 )<U Si m - <J\J 21n(2) < h < m + ay / 21n(2) 
—00 sinon. 


(4.5) 


Notons que la condition h\ > 0 se traduit sinrplenrent ici par : m > a^/2/ln(2). 

Une realisation de cascade d’ondelette aleatoire log-nornrale est tracee sur la figure 4.1. 


4.2 Series d’ondelette aleatoires 

II est une question naturelle qui emerge lorsqu’on commence a saisir le lien entre nrultifrac- 
talite et analyse en ondelettes : peut-on definir un processus nrultifractal uniquenrent a partir de 

2 Communication privee de S. .Jaffard. 

3 On rappelle que l’ecart-type de la variable aleatoire U est defini par <r = ^/e ( U — E U ) 2 . La variance est quant-a 
elle le carre de l’ecart-type : <r 2 . 

4 On utilise pour cela la relation P\v(W = w)\dw\ = Pu(U = u)\du\ entre les fonctions de densite de probabilite 
des variables aleatoires W (Pw) et U ( Pu )• 
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Fig. 4.1 - Realisation d’une cascade d’ondelette aleatoire log-normale, de parametre m = 
0.5 et a = 0.3 (les unites sont arbitraires). 


ses coefficients en ondelettes, ou plus exactement a partir de leurs distributions de probability, et 
ce sans faire intervenir de mecanisme du type cascade, qui impose une structure de dependance 
statistique entre les coefficients d’ondelette discrets a travers les echelles ? Jean-Marie Aubry et 
Stephane JafFard se sont interesses au cas ou les coefficients d’ondelette discrets correspondant a 
des echelles differentes sont statistiquement independants [21, 22], Les processus ainsi construits, les 
series d’ondelette aleatoires , sont eux aussi multifractals, rnais leurs proprietes sont differentes de 
celles des cascades d’ondelette aleatoires, et d’un interet certain dans le cadre de cette these, puis- 
qu’il est rnontre [21, 22] que les realisations de ces processus possedent des singularites oscillantes 
presque partout. 

En collaboration avec Jean-Marie Aubry et Stephane JafFard, les premieres syntheses numeriques 
de ce processus ont ete realisees au cours de ce travail de these, et c’est pourquoi il est fait le choix 
de presenter les series d’ondelette aleatoires de fagon assez precise. 

4.2.1 Definition des series d’ondelette aleatoires 

Comrne pour les cascades d’ondelette aleatoires , le processus serie d’ondelette aleatoire va etre 
defini a partir de ses coefficients d’ondelette discrets et de l’utilisation de la formule de reconstruc¬ 
tion (4.1). 

Definition des series d’ondelette aleatoires 

Une fonction / est une realisation d’une serie d’ondelette aleatoire si ses coefficients d’onde¬ 
lette d rws {j , k) 5 (qui sont par definition des variables aleatoires) verifient les 3 proprietes suivantes 
[ 21 , 22 ] : 

5 On utilise l’acronyme de la denomination anglaise : random wavelet series. 


38 














(i) pour chaque octave j (i.e. pour une echelle donnee), les d rws (j, k ) sont i.i.d. (independants 
et identiquement distribues); la distribution de probability de la variable aleatoire A(j, k ) = 
iog 2 {\d r y{j,k)\) , no ^ e es ^. cJefinie sur M U {+ 00 } 

(ii) les d rws (j,k ) (Vj, V/c) sont independants 

(iii) il existe 7 tel que : 


p(a) = inf lirnsup — 
j —>—00 


log 2 (2 J pj ([a - e,a + e])) 


(4.6) 


est strictement negative Va < 7 . 

Bien qu’il ne soit evidemment pas question dans le cadre de cette these de discuter les details 
de la definition mathematique de ce processus, voici quelques commentaires : 

•la derniere condition perrnet d’assurer la convergence de la serie 
•la condition (ii) enonce clairement que tous les coefficients d rws (j,k) sont statistique- 
ment independants , en particulier, cela exclut toute cascade multiplicative ... 

4.2.2 Proprietes multifractales des series d’ondelette aleatoires 
Multifractalite 

Rappelons tout d’abord que la serie d’ondelette aleatoire est, conrme son nom l’indique, un 
processus aleatoire : chaque tirage particulier de coefficients d’ondelette discrets donne naissance a 
une realisation du rnerne processus. 

II est denrontre mathematiquement dans [ 21 ] qu’une fonction / definie a partir de ses coeffi¬ 
cients d’ondelette discrets d rws (j , k) respectant les trois conditions de la definition donnee en 4.2.1 
est multifractale , an sens ou elle est partout irreguliere, l’exposant de Holder etant une fonction 
discontinue 6 . Cette propriete n’etait evidemment pas a priori evidente. 

De faqon plus precise, chaque realisation d’une serie d’ondelette aleatoire est presque surement 
uniformement holderienne, l’exposant de Holder etant presque partout egal a : 

hmax = ^Sup a>0 

Existence de singularites oscillantes presque partout 

De plus, ce processus ne contient pas seulement des singularites simples (des cusps), rnais 
aussi des singularites oscillantes (des chirps). II est important de rappeler encore une fois que les 
singularites, qu’elles soient oscillantes ou non, ne sont pas des objets isoles dans la trajectoire du 
processus, rnais qu’elles sont partout (i.e. dans chaque voisinage de point) ’’melangees” entre elles. 
En particulier, les singularites oscillantes des series d’ondelette aleatoires ne sont pas ponctuellement 
isolees dans un fonds de singularites cusps, rnais sont presentes presque partout [ 22 ] (i.e. sur le 
complementaire d’un ensemble de rnesure nulle). 

(, Dc fa§on plus precise, il est demontre que chaque realisation du processus serie d’ondelette aleatoire a des 
proprietes multifractales (regularite, spectre de singularites) avec une probabilite egale a 1. 
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Spectre de singularites D rws (h ) 

Le spectre de singularity D rws (h) des series d’ondelettes aleatoires est connu : il s’exprime en 
fonction de la fonction p(a) et peut done se deduire de la connaissance des pj. 

Introduisons tout d’abord la quantite suivante : Y = {a/p(a) > 0} et definissons h rnin = Inf(U). 


Le spectre de singularites D rws (h ) des series d’ondelette aleatoires est alors [21, 22] : 


Drwsih) 


h Sup ae]0)fe] si h £ \hmint hmax\ 
—oo sinon 


(4.7) 


Done, en prescrivant les distributions de probability pj des coefficients d’ondelette discrets a 
chaque echelle, on prescrit le spectre de singularites du processus aleatoire ainsi construit. 


4.2.3 Serie d’ondelette aleatoire et invariance d’echelle 

La definition qui vient d’etre faite perrnet de synthetiser un processus multifractal au ’’sens 
mathematique” : le processus est uniformement holderien et possede tout un continuum d’exposants 
de Holder reperes par le spectre de singularites D rws (h) (cf. paragraphe precedent). En revanche, 
un tel processus n’a aucune raison d’etre invariant d’echelle (au sens large, cf. le paragraphe 1.2.3). 
Or cette propriety est necessaire d’un point de vue pratique si l’on veut effectuer la rnesure du 
spectre de singularites D rws (h) a l’aide d’un formalisme multifractal, puisqu’il faut etre capable de 
mesurer les exposants des fonctions de structure (cf. les chapitres suivants). 

II est done necessaire d’ajouter une contrainte supplementaire sur les distributions de probability 
Pj pour imposer l’invariance d’echelle au sens large [ 22 ]. 

Utilisation d’un propagateur 

Les distributions pj doivent a priori seulement respecter la condition (iii), ce qui laisse un 
grand choix. Afin d’obtenir des processus dont les fonctions de structure se comportent en loi de 
puissance, on lie entre elles les distributions pj du logarithme du module des coefficients : H(j, k) = 
—log 2 (\d rW s(j,k)\) a l’aide d’un propagateur Gjj' qui controle la deformation des distributions de 
probability : 

Pj = Gj,j' * Pj' = G jfi * po, 

011 j < j' (l a direction de propagation est celle des petites echelles, ce qui correspond a une 
diminution de j puisque le rapport d’echelle est defini par a = 2 - 1 ). 

On relie ainsi entre elle les distributions de probability des coefficients de maniere invariante 
d’echelle, et le propagateur Gjj> s’exprime alors en fonction du generateur Gq selon (j < j') : 

r< _ —j) 

U 3-j' ~ ^0 J 

la notation f* n signifiant n convolutions de la fonction / avec elle-meme. Les fonctions de structure 
d’un processus ainsi construit se comportent alors selon des lois de puissance de 1 ’echelle [ 22 ], 

4.2.4 Exemple d’un generateur gaussien et d’une distribution a grande echelle 
log-normale 

Utilisation d’un generateur gaussien 

Le choix du generateur Go ainsi que celui de la distribution initiale pj, a une echelle 2 J donnee, 
fixent alors les distributions pj et done pj a toutes les octaves j. Prenons le cas ou le generateur 
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est gaussien et la distribution initiale pj log-normale. Ce cas particulier est interessant a plusieurs 
niveaux : on peut facilement remonter a des expressions analytiques pour les distributions pj (qui 
sont forcement gaussiennes, puisque la convolution de deux gaussiennes est une gaussienne) et done 
pour toutes les quantites pertinentes, par exemple le spectre de singularity D rws (h)). II est de plus 
courant d’utiliser un propagateur gaussien dans la description de phenomenes naturels (la vitesse 
d’un ecoulement turbulent par exemple [36, 42]) puisque e’est le propagateur le plus simple perrnet- 
tant de decrire une deformation des fonctions de distribution en fonction de l’echelle, et, en ce qui 
concerne tout du rnoins la turbulence, suffit largement a decrire l’intermittence statistique observee 
dans ce domaine (se reporter par exemple a la these de L. Chevillard [42] pour une description 
approfondie de ce phenomene en turbulence). 

En revanche, la distribution de depart, e’est-a-dire a grande echelle, n’est en general pas log- 
normale. Pour la vitesse eulerienne turbulente par exemple, la distributions des coefficients d’onde- 
lette signes au-dela de l’echelle de decorrelation est une gaussienne. Nous verrons un peu plus loin, 
an paragraphe 7.5 comment generer une serie d’ondelette aleatoire avec un propagateur gaussien 
rnais en partant d’une distribution gaussienne (pour les coefficients non-signes) a grande echelle. 
Encore une fois, le cas ou la distribution de depart est log-normale est interessante d’un point de 
vue pedagogique, puisque le calcul des distributions pj aboutit alors a une forme analytique, de 
plus simple (ce sont des lois elles-aussi log-normales). 


Calcul des distributions pj 

Effectuons le calcul dans le cas ou le generateur est une gaussienne de variance m et de variance 
a 2 , et ou la distribution initiale pj une gaussienne (les coefficients d’ondelette discrets a l’echelle J 
ont alors une distribution log-normale). La distribution pj est done necessairement une gaussienne, 
et puisque la convolution de deux gaussiennes est une gaussienne, le choix suivant offre une solution : 

t. . — r<. 7 — 


On choisira pour simplifier les notations J = 0, et done j < 0 puisque par definition du generateur, 

j < J- 

Donnons la relation liant les distributions de probabilites pj(a = A) et pj(J3 = B), qui s’ex- 
priment facilement 1’une en fonction de l’autre puisque — jA(j,k ) = B(j,k). On a tout d’abord : 
Pj(a)da = pj(/3)d/3 = pj (— ja ) ( —j)da et done : 


PM) = -JPi (~ja) = 

Determinons maintenant le propagateur ^ 
de moyenne m et de variance a 2 : 


-jG* 0 ( ^ (—ja). 

lorsque l’on choisit un generateur Go gaussien 


G 0 (a) 


j (OL — m 

. e 2 CT 2 

v2vrcj 2 


Le calcul est en fait assez simple puisque operer de convolution dans l’espace reel revient a operer 
une multiplication dans l’espace de Fourier, or la transformee de Fourier d’une gaussienne est une 
gaussienne : 


TF 



(TE[G 0 ])- J . 


On a done facilement : 


TFGq(^) 


daG 0 (a)e~ 2i7rau = e - 2 ™ e - 
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(TF[G 0 ](z/))~ j = e - 2 “(-^e- 27rV2 ' T2( - i) 


G* 0 { - j \a ) = TF " 1 [TF[G 0 ]- J ] (a) = 


(a-m(-j)) 2. 


—e 2aZ (-j) 

’ 


\/ 2 vrcr 2 (-j) 

(on rappelle que j < 0). On obtient done les distributions de probability pour les variables aleatoires 


A et B : 


Pj{P) = GjfiiP) = 


Pj(<x) = (~J)G o ( J) ((-J» = W ^ 2 e 


V 2na 2 (~j) 


e 2 o ‘ 2 (-j) 




(ct — m) 


2 

Pj est done une loi gaussienne de moyenne m et de variance £7 (> 0 puisque j < 0 ). 


Le processus serie d’ondelette aleatoire defini a partir d’un propagateur gaussien et d’une dis¬ 
tribution a grande echelle log-normale est done facile a generer, puisqu’il suffit de tirer des variables 
aleatoires selon des lois gaussiennes pour definir les coefficients d’ondelette discrets d rws (j. k). Les 
coefficients d’ondelette d rws {j, k) sont distribues dans ce cas particular selon des lois log-normales 
{pj est une gaussienne). 

II est important de noter encore une fois que les coefficients d’ondelette a des echelles differentes 
sont statistiquement independants et que seules leurs distributions de probability sont liees (contrai- 
rernent au cas des cascades d’ondelette aleatoires, cf. paragraphe 4.1). On reviendra un peu plus 
loin sur ce point. 


Verification de la convergence 


Pour terminer avec cet exemple, il faut verifier que la serie d’ondelette aleatoire ainsi construite 
converge, e’est-a-dire que la condition (iii) de la definition est bien respectee. On a, si e <C m (on 
doit prendre la borne inferieure sur les e > 0, cf. equation (4.6)) : 

log 2 (2 -*pj([a-e,a + e])) ~ _ log 2 (p i (q) 2 e) 


Done : 


et 


log 2 (2-3 Pj {[a -e,a + e])) ^ i 5 lo g2 (gg) ~ + lo g 2 ( 2 e) 


J 


v _ log 2 (2 3 pj([a-e,a + e])) i 1 {a - m) 2 

J “ ln(2) 


p(a) = inf lirnsup — 


log 2 (2 3 pj {[a — e, a + e])) 


= 1 - 


e>0 


J->-oo 


2 u 2 ’ 

1 (a — m) 2 
ln( 2 ) 2 ^ ' 


On definit alors 7 par : 1 — = 0, ce qui rnene facilement a : 7 = m — \J2 ln(2)(j 2 (on 

prend la plus petite des deux racines ...). Si l’on impose 7 > 0, e’est-a-dire m > cr^/2 ln(2), alors il 
existe bien 7 > 0 tel que Va < 7 , p{a) < 0 et la condition (iii) est verifiee. 

Il suffit done de choisir les parametres m et a de faqon a respecter : 

m > o\J 2 ln( 2 ), 

pour assurer la convergence de la serie d’ondelette aleatoire ainsi construite. 
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Spectre de singularites 


dej 


Calculons enfin le spectre de singularites de la serie d’ondelette aleatoire ainsi construite. On a 
a calcule : 


p(a) = 1 - 


1 (a — m) 2 
ln(2) 2& 2 


Quelques lignes de calculs simples permettent d’aboutir a : 


hmin — 'y — \J2 ln(2)(J 2 , et hmax 


tj 2 ln(2) 

TO. — \Jm 2 — 21n(2)fr 2 


De plus il est facile de montrer que la fonction est croissante si a £ [h mm , h c ] et decroissante 
si a £ [h c , h max ] avec h c = \Jm 2 — 21n(2)(j 2 . On obtient alors le spectre des singularites de la serie 
d’ondelette aleatoire construite avec un generateur gaussien et une distribution a grande echelle 
log-normale : 


Drws(h) 


1 _ 1 ( a-m. ) 2 

1 ln(2) 2 a 2 

< 

hmax 

—oo 


si h G [h m ,im hc\ 
si h G \h’a h max \ 
sinon. 


(4.8) 


Le spectre obtenu est done compose d’une portion de parabole prolongee par une droite. Le 
spectre correspondant au jeu de parametres suivant : m = 0.5 et a = 0.3 est porte sur la figure 4.2. 
Notons que dans ce cas, h m i n — 0.147, h c — 0.354 et h max — 0.427. 



Fig. 4.2 - Spectre de singularites D rws (h ) (trait continu) et fonction p(h ) (trait tiret-tiret) 
d’une serie d’ondelette aleatoire construite a l’aide d’un generateur gaussien de parametres to. = 0.5 
et a = 0.3. 


Une realisation de serie d’ondelette aleatoire log-normale est tracee sur la figure 4.3. 
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Chapitre 5 

Formalisme multifractal base sur les 
coefficients d’ondelette discrets 


La but de l’analyse multifractale (cf. paragraphe 3.3) est de caracteriser les proprietes de 
regularite ponctuelle d’une fonction / par l’intermediaire de son spectre de singularites. Les forrna- 
lisrnes multifractals sont des outils permettant d’effectuer cette analyse d’un point de vue pratique. 
II est necessaire d’utiliser pour la construction d’un formalisme multifractal des coefficients multi¬ 
resolution qui permettront de faire le lien avec les proprietes de regularite ponctuelle de la fonction 
etudiee. 

Les coefficients d’ondelette ont, parrni leurs nornbreuses applications, la faculte de caracteriser 
de faqon tres interessante en pratique (a la fois pour le mathematicien et pour le traiteur de signal) 
les proprietes de regularite des fonctions [115, 69, 70, 73]. Nous allons dans ce chapitre utiliser 
des coefficients d’ondelette discrets (paragraphe 5.1), qui vont permettre de definir le formalisme 
multifractal base sur les coefficients d’ondelette discrets (paragraphe 5), dont les proprietes ont ete 
etablies par S. Jaffard [70, 72] (paragraphe 5.3). 

Dans tout ce chapitre, / designera une fonction homogene multifractale (cf. le paragraphe 3.2) 
definie d’abord sur M puis sur dont on desire mesurer le spectre de singularites Df(h). 

5.1 Coefficients d’ondelette discrets 

5.1.1 Definition 

Les coefficients d’ondelette discrets sont definis dans l’annexe B, et on rappelle ici seulement 
quelques details et notations. 

On notera l’ondelette utilisee ipj,k, reperee par les indices j £ Z et k £ Z. correspond a la 
date 2 J k et au rapport d’echelle a = 2°. On appelle octave j = log 2 d, quantite adaptee dans le cas 
de la transformee en ondelette discrete, puisque celle-ci definit des coefficients d’ondelette sur une 
grille dyadique, c’est-a-dire que les coefficients d’ondelette correspondent a des rapports d’echelles 
evoluant selon une suite geometrique de raison 2. 

Les coefficients d’ondelette discrets sont definis avec la norrne L\ pour l’ondelette fj,k■ qui est 
la norrne adaptee a la description des exposants de Holder : 

dftii k )= f dtf(t)^j'ip 0 (2~H-k). 

Jr zj 
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5.1.2 Caracterisation de la regularity ponctuelle 

Les coefficients d’ondelette discrets permettent de caracteriser la regularite ponctuelle de la 
fonction /. Cette caracterisation en terrne de coefficients d’ondelette n’est pas tout-a-fait une 
equivalence : il existe done deux assertions. 

La premiere donne la caracterisation de la regularite ponctuelle a l’aide des coefficients df(j. k) : 

f € C a (t 0 ) =>30 0 / Vj, \d f (k(j,t 0 ),j)\ < CV a (l + \2-H 0 - k(j,t 0 )\ a ) , (5.1) 

ou l’on note k(j,to) la valeur de l’index reperant les dates qui, a chaque octave j, correspond a la 
date to- On omettra dans la suite cette notation pour n’utiliser que la notation k. 

Cette caracterisation est un comportement asymptotique, dans la rnesure ou (5.1) est valable 
dans la limite des echelles tendant vers 0, e’est-a-dire lorsque l’indice j tend vers —oo. 

Notons que la regularite de l’ondelette utilisee n’intervient pas ici : seul son nornbre de moments 
nuls (cf. annexe B) est important dans cette application de type analyse des ondelettes. II faut en 
effet que le nornbre de moments nuls N de l’ondelette soit superieur a la regularite que l’on essaye 
de caracteriser : N > a. Cela est du au fait que pour pouvoir etre sensible a une regularite de 
coefficient a, l’ondelette doit etre aveugle aux polynomes d’ordres (entiers) inferieurs ou egaux a a. 

Reciproquement, si / est uniformement holderienne et verifie la propriete precedente, alors il 
existe un polynome P d’ordre strictement inferieur a a tel que : 

si |i-i 0 |<l, 1 f(t) - P(t - f 0 )| <C\t- top log ^ • ( 5 - 2 ) 

/ est ainsi ’’presque” C a (to), a une correction logarithmique pres. 

Commentaires 

Puisque l’exposant de Holder hf(to) en to est par definition la regularite maximale de la fonction 
/ autour de la date to (cf. definition 3.2), on aura en particulier : 

\d f (k,j)\ < C2 jh f^ (l + |2 _J t 0 - k\ hf(to) ^ , (5.3) 

la fonction (proche d’une loi de puissance) C2' jh ^ t °' 1 ^1 + |2 _J to — k\ bj< " to ^ etant la plus ’’serree” 

parrni les fonctions C2^ a (l + \ 2~Hq — k |°) pouvant borner les coefficients d’ondelette df(j,k). 

Notons des ici un point qui va s’averer important par la suite : le fait que l’exposant de Holder 
prenne une certaine valeur h nest pas equivalent a un comportement local des coefficients d’onde¬ 
lette discrets en loi de puissance (en fonction de l’echelle) avec un exposant h, i.e. | df(j, fc)| < C2 jh . 
Or ce (possible) comportement en loi de puissance est precisement la pierre angulaire sur laquelle 
s’appuie le formalisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette discrets ... La validite de ce 
formalisme multifractal est done essentiellement subordonnee a la validite d’une telle hypothese. 
Nous reviendrons plus loin en detail sur ce point (cf. paragraphe 5.3). 
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5.2 Formalisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette 
discrets 

5.2.1 Fonctions de structure 

Comme il a deja ete ecrit dans ce memoire, il est sans interet de chercher a mesurer chaque 
exposant de Holder separement, puisque l’exposant de Holder hf{t) definit une fonction partout 
discontinue, et que quel que soit le voisinage que l’on considere autour d’une date t, ce voisinage 
contient tous les exposants de Holder contenus dans le spectre de singularites (la fonction / est 
supposee homogene). Ne pouvant acceder directement aux caracteristiques locales de la fonction 
etudiee, il est done necessaire d’utiliser des caracteristiques globales. 

Definition des fonctions de structure S d (q,j) 

Ces grandeurs globales utilisees par le formalisme multifractal pour effectuer une analyse rnulti- 
fractale sont les fonctions de structure Sj(q,j). Elies dependent de deux parametres : l’octave j et 
l’ordre q. qui est un reel quelconque. La fonction de structure d’ordre q. S d (q,j ), est definie, pour 
chaque octave j, comme la moyenne temporelle de la puissance q-ierne du module des coefficients 
d’ondelette discrets df(j,k) : 

. n ti) 

s f( q ,j) = ^7 ^^2\ d fU, k )\ g , (5-4) 

ou n(j) est le nornbre de coefficients df(j,k ) disponibles a l’octave j. 

Comportement en loi de puissance de S d (q,j). Exposants (j(q) 

Si la fonction / est multifractale, alors les fonctions de structure S d (q,j ) se comportent asyrnp- 
totiquement, pour les echelles tendant vers 0, comme une loi de puissance en fonction de l’echelle 
2 * : 

S d f {q,j)~C q 2 K f {q \ (5.5) 

L’exposant (j(q) caracterisant cette loi de puissance est appele exposant de loi d’echelle , et 
definit une fonction de l’axe reel (puisque l’ordre q est lui-meme un reel quelconque). 

Notons tout de suite que l’on a forcement 0) = 0 puisque Sj(0,j) = = \ \jj_ 

L’exposant Cf{q) es t l a grandeur globale (il est defini a partir de moyennes temporelles) qui va 
permettre de ’’remonter” au spectre de singularites Df(h). 

Concavite des exposants (j(q) 

On peut montrer [70] que les exposants C/(<?) definissent une fonction concave de l’ordre q. 

5.2.2 Lien heuristique entre les exposants ( d (q) et les singularites 

Revenons un instant sur le lien entre le comportement local des coefficients d’ondelette discrets 
et la regularite ponctuelle de la fonction /. La formule (5.3) est souvent interpretee de la fagon 
suivante : puisque l’exposant de Holder est la regularite ponctuelle maximale (cf. la definition (3.2)), 
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si ce dernier prend la valeur h en to, alors les coefficients d’ondelette discrets df(j, k ) se comportent 
localement (i.e. pour k = k(j, to)) selon une loi de puissance d’exposant h : 

\d f (j,k)\~2i h W. 

Puisque l’ensemble des dates to pour lesquelles l’exposant de Holder est h est de dimension 
fractale Df(h) (c’est la definition du spectre de singularities), la contribution, a chaque echelle, 
d’un exposant de Holder particulier h a la fonction de structure Sj(q, j) est en moyenne 1 : 

„ 2i,k * 2 - ,D,lh> = 2 io + *-D,m 
2-1 

Suivant le merne raisonnement 2 que celui de Parisi et Frisch dans leur article fondateur [138], 
l’exposant de la fonction de structure d’ordre q est deduit a l’aide d’un argument de col : parrni 
toutes les contributions associees a des exposants de Holder differents, celle qui dornine dans la 
fonction de structure Sj(q, j) est celle qui maximise la quantite 2^ l+qh ~ D f^) vers les plus petites 
echelles (i.e. j —> —oo), ce qui revient a minimiser 1 + qh — Df(h) par rapport a h : 

Sf{<hj) ~ 2^ inih< ' 1+qh ~ Df ^' ) ' > . 

Puisque l’on a par ailleurs Sj(q,j) ~ 2 q ^g^ q \ on en tire : 

(f{q) = inf (1 + qh - D f (h )). 

Cette relation est une transformee de Legendre. Puisqu’il est connu que la transformee de Le¬ 
gendre est inversible sous la condition que la fonction de depart (ici Df(h)) est concave, il est 
tentant de le faire. C’est l’objet du formalisme multifractal. 

Notons encore une fois que ce raisonnement est fondamentalement base sur l’hypothese d’un 
comportement local en 2 qh des coefficients df(j,k), comportement qui n’est pas necessairement 
verifie (cf. l’equation (5.3)) sous la condition que l’exposant de Holder est h. Ce point sera longue- 
rnent discute dans le paragraphe 5.3. 

Commentaire important 

II sernble important de faire des-a-present le commentaire suivant. Les fonctions ou les realisations 
de processus etudiees en pratique dans le cadre de cette these sont issues de synthese numerique (cf. 
annexe D) ou de l’experience (par exemple un signal de vitesse dans un jet turbulent). Ces signaux 
sont par essence des signaux echantillonnes : la fonction ou la realisation que l’on cherche a etudier 
n’est connue que par un ensemble discret de valeurs ponctuelles, que l’on appelle echantillons, ce 
qui est du au necessaire echantillonnage lors de mesures experiment ales ou encore par la resolution 
necessairement finie d’une synthese numerique. II est alors tentant d’associer ces echantillons 
numeriques a de vrais points mathematiques. 

A chacun des points mathematiques to est associe un exposant de Holder par la definition (3.2), 
qui impose le comportement des coefficients d’ondelette discrets decrit par la propriete (5.3). Mais 
cette propriete ne concerne qu’un comportement asymptotique lorsque l’echelle d’analyse tend vers 

1 Le nombre de coefficients d’ondelette discrets a 1’echelle 2 3 est proportionnel a 2~ J . 

2 Le raisonnement de Parisi et Frisch [138] ne portait bien sur pas sur les coefficients d’ondelette discrets, mais sur 
les accroissements de la fonction /. 
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0. Un coefficient d’ondelette df(j,k), a une date 2 ik et une echelle 2 J finie (i.e. > 0) est done 
influence par tous les points de l’intervalle de taille (environ) 2 J autour de la date 2- ? fc, et ainsi 
par tous les exposants de Holder de ces points, et ce y compris a Pechelle la plus fine a laquelle 
on puisse acceder numeriquement. Or, comrne il en a deja ete fait la remarque dans le paragraphe 
3.3.3, les fonctions ou realisations / etudiees sont homogenes , et done tous les exposants de Holder 
existant dans le spectre de singularites Df[h ) sont presents dans n’importe quel ensemble ouvert 
du support de /, en particular un ensemble ouvert centre autour d’un echantillon quelconque et 
plus petit que le pas d’echantillonnage de /. 

II convient done de ne pas associer un et un seul exposant de Holder a un coefficient d’ondelette, 
quelle que soit l’echelle a laquelle il correspond, y compris la plus petite accessible a l’analyse. 

5.2.3 Enonce du formalisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette 
discrets 

On peut alors enoncer le formalisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette discrets, 
qui relie entre elles la grandeur globale accessible directement a partir de la fonction multifractale 
etudiee (il suffit de calculer ses coefficients d’ondelette discrets), et le but de l’analyse multifractale, 
e’est-a-dire le spectre de singularites Df(h). 

Le formalisme multifractal base sur les coefficients d ’ondelette discrets affirme ainsi que la trans¬ 
formee de Legendre des exposants 0(g) est egal au spectre de singularites Df(h) [72] : 

Df(h) = inf (l + qh - 0(g)) • (5.6) 


Commentaires 

Le formalisme multifractal precedemment enonce, comrne tous les formalismes multifractals 
(base sur les accroissements par exemple), est done une affirmation , resumee dans la formule (5.6) 
par une egalite stride entre la transformee de Legendre des exposants des fonctions de structure 
0(g) e t le spectre de singularites Df(h). Ce n’est en particulier pas le resultat d’un theoreme , 
valable pour tous les fonctions dites multifractales. Il sera ainsi fait la distinction entre le spectre 
de singularites Df(h) et la transformee de Legendre des exposants 0(g), qui sera notee Dj(h) : 

D d f{h) = inf (l + qh - 0(g)) . (5.7) 

Le formalisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette discrets affirme done l’egalite 
entre ces deux quantites : D'j(h) = Df(h), et connaitre la validite de ce formalisme multifractal 
revient done a connaitre la validite de cette egalite. 


5.3 Limitations du formalisme multifractal base sur les coefficients 
d’ondelette discrets 

Comrne tout cadre de travail, le formalisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette 
discrets possede des limitations. 
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5.3.1 Resultats mathematiques 

II existe des resultats mathematiques concernant la validite du formalisme multifractal base sur 
les coefficients d’ondelette discrets. Mais il est necessaire auparavant de definir un ordre q c tel que 
Cf(q c ) = 1. On definit de merne a l’aide la transformee de Legendre 3 : h c = ( Cf)'{Qc )• Notons que 
l’on a alors D d (h c ) = q c h c , et puisque q c = ( D d )'(h c ) 4 , on a : D d (h c ) = {(D d )' (h c )h c . h c est done 
le point du graphe de D d (h) pour lequel la tangente locale passe par le point-origine (0,0) : e’est 
une definition geometrique de h c (cf. figure 5.1). 


D(h) 


o, 

0 



Fig. 5.1 - Definition graphique de h c . 


S. Jaffard a alors rnontre [70, 72] le resultat suivant : 

si / est uniformement holderienne, alors pour h < h c , 

Df(h) < D f (h). (5.8) 

On peut etre plus precis [70, 72] : D d (h ) est en fait l’enveloppe convexe de Df(h), si h < h c . 
Done si Df(h) est concave, et on a deja signale que e’etait le cas dans les situations courantes, 
l’inegalite precedente devient une egalite : 
pour h < h c , 

D d f (h) = D f (h). (5.9) 

Done, dans le cadre general des fonctions uniformement holderiennes, on ne peut a priori rne- 
surer a l’aide du formalisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette discrets que la partie 
du spectre de singularites Df(h) pour h <h c . 

Si on se restreint par contre aux fonctions uniformement holderiennes ne contenant que des 
singularites simples, et pas de singularites oscillantes (cf. les definitions (3.5)), alors cette egalite se 
generalise [70] a tout a h < ho, ou ho = (j {q = 0) : 

‘^Oii rappelle que si D(h) = miiiq (1 + qh — C{<l)) et que £( q ) est differentiable, alors h = ('(g). 

4 C’est le meme argument que precedemment, mais en utilisant cette fois la transformee de Legendre de Df(q), 
qui est done Cf(q) puisque cette derniere forme une fonction concave (une des proprietes des base de la transformee 
de Legendre est qu’elle est son propre inverse pour les fonctions concaves). 
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pour h < ho 


D f [h) = D l f (h). (5.10) 

Par definition, ho est l’abscisse du spectre de singularites pour laquelle celui-ci atteint son maximum, 
puisque la pente du spectre de singularites en ho est donnee par la valeur de q correspondante, qui 
vaut 0 5 . L’inegalite h < ho definit ce que l’on appellera la partie gauche du spectre de singularites 
(figure 5.2). 



Fig. 5.2 - Partie gauche du spectre de singularites . 


Conclusion 

II apparait done que ce formalisme ne fonctionne que pour h < h c (ou encore q > q c ) pour 
les fonctions uniformement holderiennes, ou pour h < ho (q > 0) pour les fonctions uniformement 
holderiennes et ne contenant que des singularites simples (cusps). Nous allons expliciter, expliquer 
et commenter dans les deux paragraphes suivants les consequences pratiques de ce resultat. 

5.3.2 Partie ’’droite” du spectre de singularites 

On peut facilement comprendre pourquoi le formalisme multifractal base sur les coefficients 
d’ondelette discrets echoue pour la partie droite du spectre de singularites, ce qui revient a dire que 
les exposants Cf(o) d’ordres q negatifs n’ont pas de sens. En effet, les coefficients d’ondelette discrets 
n’ont aucune raison d’etre non-nuls, et peuvent en pratique prendre des valeurs tres proches de zero. 
Pour illustrer cette remarque, les coefficients d’ondelette discrets d’une realisation d’un processus 
multifractal synthetique (une rnarche aleatoire multifractale [24], cf. annexe D) ont ete calcules a 
une echelle donnee. Leur histogramme est porte sur la figure 5.3. 

On voit que les coefficients d’ondelette discrets prennent des valeurs nulles ou tres proches de 
zero. On comprend alors que les fonctions de structure Sf(q,j) d’ordre q. et done les exposants 
Cf(q) associes, n’ont pas grand sens puisque base sur des puissance negatives des coefficients. 

5.3.3 Singularites oscillantes 

Comrne il a ete deja fait la remarque (cf. partie 5.2.1), la validite d’un formalisme multifrac¬ 
tal repose essentiellement sur l’hypothese suivante : la quantite multi-resolution choisie pour le 

5 C/ (<?) e t D d f(h) sont transformees de Legendre l’un de l’autre. 
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Fig. 5.3 - Histogramme des coefficients d’ondelette discrets df(j = 5 ,k) calcules sur une 
realisation du processus rnarche aleatoire multifractale (se reporter a 1’annexe D). 


construire (les coefficients d’ondelette discrets) se comportent dans le voisinage temporel d’une 
singularite (caracterisee par un exposant de Holder h) conime une loi de puissance en fonction de 
Pechelle; de plus, l’exposant caracterisant cette loi de puissance est l’exposant h. Verifions alors 
dans le cas simple ou il n’y a qu’une seule singularite isolee, si cette hypothese est valide dans le 
cas des coefficients d’ondelette discrets. 

On construit pour cela une singularite simple (cf. la definition (3.5)) de parametre h = 0.8 
et une singularite oscillante de rnerne parametre h = 0.8 et de coefficient d’oscillation f3 = 1 (cf. 
figure 5.4). Ces deux signaux-tests sont definis pour t G [—0.5,0.5], ont une longueur de 2 17 points 
chacun, avec to = 0. II est porte dans la figure 5.4 le comportement local du module des coefficients 
d’ondelettes df(j. k) pour chacun de ces deux signaux autour de t = 0. On choisit done pour chaque 
octave j la date k qui correspond at = 0 . 

Les coefficients d’ondelette discrets ne se comportent done pas comrne une loi de puissance 
d’exposant h en fonction de Pechelle (\df(j,k)\ ~ 2 jh ) lorsqu’il est fait l’analyse d’une singularite 
oscillante isolee. Y. Meyer a d’ailleurs rnontre [116] que cela ne pouvait etre vrai que pour des sin¬ 
gularites simples. Or un tel comportement est la base sur laquelle repose le formalisme multifractal 
base sur les coefficients d’ondelette discrets. 

Ce formalisme est done bien mis en echec pour tous les signaux comportant des singularites 
oscillantes comrne il le sera verifie par la suite sur l’exemple des series d’ondelette aleatoires dans 
le chapitre 7. 

5.3.4 Conclusions 

Comrne il vient d’etre discute, le formalisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette 
discrets voit sa portee limitee essentiellement dans deux directions. Il est tout d’abord tres restreint 
lorsque le signal dont on desire effectuer l’analyse multifractale possede des singularites oscillantes 
(il n’est valable que pour h < h c ou encore q > q c ). Cela se verifie facilement lorsqu’on etudie une 
singularite oscillante isolee, rnais aussi sur des processus multifractals synthetiques dont on sait 
qu’il contient de telles singularites (cf. le chapitre 7), et cela est d’ailleurs attendu d’un point de 
vue theorique [116]. 
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Fig. 5.4 - Haut : singularity simple de parametre h = 0.8 (gauche) et coefficients d’ondelette 
discrets correspondant a t = 0 (droite). Bas : singularity oscillante de parametres h = 0.8 et 
(3 = 1 (gauche) et coefficients d’ondelette discrets correspondant a t = 0 (droite). 


De plus, rnerne dans le cas ou le signal etudie ne contient que des singularites simples (l’expo- 
sant d’oscillation est partout nul), ce formalisme ne perrnet d’atteindre que la ’’moitie” du but fixe, 
puisqu’il n’autorise la rnesure de la seule partie dite ’’gauche” du spectre de singularites Df(h), ce 
qui se comprend facilement en raisonnant sur les histogrammes des coefficients d’ondelette et se 
verifie sur des processus multifractals synthetiques (cf. le chapitre 7). 

Tout ceci a done motive depuis quelques annees des recherches pour depasser ces deux ecueils : 
en premier lieu d’un point de vue historique les travaux d’A. Arneodo et son equipe sur la methode 
mrnto [16] (se reporter a l’annexe E pour sa description), et les travaux de S. Jaffard [73] aboutissant 
au formalisme multifractal base sur les coefficients dominants , objet du chapitre suivant. 

5.4 Fonctions scalaires definies sur W l 

Pour conclure sur le formalisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette discrets, nous 
allons decrire son extension aux fonctions scalaires definies sur R rf , avec d entier naturel non- 
necessairement egal a 1. 
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5.4.1 Coefficients d’ondelette discrets a d dimensions 
Definition 

La transformee en ondelette discrete se generalise aisement a d dimensions, le calcul effectif des 
coefficients d’ondelette discrets s’effectuant toujours selon 1’algorithme rapide de Mallat [103] (se 
reporter a l’annexe B). 

Les dates, definies dans M d , sont en particulier indexees par n entiers ki, i = l..d, et l’echelle 
toujours reperee par l’octave j (le rapport de l’echelle a l’echelle la plus petite valant 2 J ). Pour 
chaque date {ki} et chaque octave j, la transformee en ondelette discrete definit ( 2 d — 1 ) coeffi¬ 
cients d’ondelette pour caracteriser completement le signal analyse, correspondant grossierement 
aux variations de la fonction / selon ( 2 d — 1) directions differentes (se reporter a l’annexe B). Ces 
( 2 d — 1 ) coefficients sont reperes par l’indice m = 1..2 d — 1 : 

d f (j,ki,m). 

Caracterisation de la regularity ponctuelle 

Tout comrne les definitions de regularity ponctuelle et d’exposant de Holder sur restaient 
les rnernes (mutatis mutandis, cf. le chapitre ??) que sur M, la caracterisation des proprietes de 
regularity ponctuelle a l’aide des coefficients d’ondelette discrets s’ecrit de fagon analogue. La seule 
difference est qu’il existe pour chaque date {ki} et chaque octave j ( 2 d — 1 ) coefficients d’ondelette 
et plus un seul. 

La caracterisation de la regularity ponctuelle s’ecrit [73] : 

/ <E C a (to) => 3C > 0 / Vm, Vj, \d f {j,ki(j,t 0 ),m)\ < C2 ja (^1 + \2~H 0 - ki{j,t 0 ) |“) , (5.11) 

ou l’on note ki(j, to) les valeurs des index reperant les dates qui, a chaque octave j, correspondent a 
la date to- On notera souvent ki sinrplenrent. Cette caracterisation est toujours a prendre de fagon 
asymptotique, lorsque j —* —oo. 

Reciproquement, si / est uniformement holderienne et verifie la propriety precedente, alors il 
existe un polynome P (defini sur M d ) d’ordre strictement inferieur a a tel que : 

si |t-t 0 |<l, | f{t) - P(t - to) | < C\t - 1 a log ^ ^ Q | ) • ( 5-12 ) 

/ est ainsi ’’presque” C a (to), a une correction logarithmique pres. 

Comrne l’exposant de Holder est la regularity ponctuelle maximale, on a en particulier : 

\df(j, k,m)\ < C2i h tW (l + |2 ~ j t 0 - k\ hf{to) ^j . (5.13) 

5.4.2 Formalisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette discrets 

Le formalisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette discrets se construit alors exac- 
ternent de la rnerne fagon. 
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Fonctions de structure a d dimensions S d (q. j) 

II s’agit maintenant de definir les fonctions de structure a partir des (2 d — 1) coefficients existant a 
chaque date {ki} pour chaque octave j. Puisqu’il n y a bien evidemment aucune raison de privilegier 
telle ou telle direction dans R d , les (2 d — 1) directions sont traitees sur un pied d’egalite. Les fonctions 
de structure a n dimensions sont done definies comrne la moyenne, a la fois temporelle (sur toutes 
les dates {£:»}) et directionnelle (selon les ( 2 d — 1) directions), des puissances g-ieme du module des 
coefficients : 

s f(q,j) = ’ ( 5 - 14 ) 

KJ {k<} rn 

ou n(j) est toujours le nornbre de coefficients presents a l’octave j dans chacune des 2 d — 1 directions 
(e’est forcement le merne). 

Exposants C/ (<?) 

Pour les fonctions / multifractales, la fonction de structure d’ordre q se comporte alors selon 
une loi de puissance en fonction du rapport d’echelle 2- ? , lorsque 2 J —> 0. 

S d f (q,j)~C q 2 K f( q \ (5.15) 

ce qui definit exactement de la nrenre fagon que dans le cas d = 1 l’exposant ( d (q). 

La-aussi, on a par definition C/(0) = 0 puisque S d (0,j) = = 1 Vj. 

Transformee de Legendre a d dimensions 

La transformee de Legendre d’une fonction / definie sur un espace a d dimensions est definie 
selon : 

D d (h) = min [d + qh — C/(<?)) • (5.16) 

Cette definition generalise done celle correspondant au cas a une dimension. Le fait de tenir 
cornpte de la dimension d de cette fagon pernret d’assurer que, quelle que soit la dimension, le fait 
d’avoir C/(0) = 0 impose que sa transformee de Legendre sera maximale en un point d’ordonnee d. 

Enonce 

Le formalisme multifractal base sur les coefficients d'ondelette discrets a d dimensions propose 
lui-aussi une relation d’egalite entre le spectre de singularite Df(h) de la fonction etudiee /, et la 
transformee de Legendre D d (h) des exposants des fonctions de structure S d (q,j ) [70] : 

D f (h) = D d {h) = inf (d + qh - C/(<?)) (5.17) 

Validite de ce formalisme 

La validite du formalisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette discrets ne depend pas 
de la dimension d dans laquelle il est applique. Toutes les discussions du paragraphe 5.3 s’etendent 
ainsi sans restriction en toute dimension. 
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Chapitre 6 

Formalisme multifractal base sur les 
coefficients dominants 


Le formalisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette discrets ne perrnet done pas, 
rnenre lorsque la fonction etudiee ne comporte que des singularites simples, la mesure complete 
du spectre de singularites. Conrme il a deja ete discute, tout formalisme multifractal repose sur 
l’hypothese suivante : la quantite multi-resolution utilisee se comporte localement autour d’une 
date to conrme une loi de puissance de Pechelle d’exposant egal a l’exposant de Holder au point to- 
On a precedemment vu que cette hypothese n’etait valide avec les coefficients d’ondelette (et les 
accroissenrents d’ailleurs) seulenrent lorsque les singularites en jeu etaient du type cusp (singularites 
simples, non-oscillantes). 

Afin de construire un formalisme multifractal qui soit a la fois valable pour n’inrporte quel 
type de singularity, y compris les singularites oscillantes, et a la fois capable d’acceder a la partie 
droite du spectre, il faut utiliser une nouvelle quantite multi-resolution, donnant une base plus 
large a l’analyse multifractale que l’on desire effectuer. Cette nouvelle quantite multi-resolution 
est le coefficient dominant , defini a partir des coefficients d’ondelette discrets (paragraphe 6.1). 
Cette quantite a recemment ete introduite par Stephane Jaffard [73] qui, en travaillant sur le bien- 
fonde mathematique des differents fornralismes multifractals, a decouvert que la bonne quantite sur 
laquelle un formalisme multifractal devait reposer n’etait pas les coefficients d’ondelette discrets 
eux-nremes, rnais les coefficients dominants. Ceux-ci caracterisent en effet de fagon plus efficace les 
proprietes de regularity ponctuelle de la fonction etudiee, et done ses exposants de Holder. 

Tous les resultats theoriques presentes ici sont issus du tres recent article de Stephane Jaffard 
[73]. Ce chapitre contient ainsi une description detaillee des rouages de ce formalisme, du point de 
vue du physicien, afin de rnieux comprendre ses apports. Les coefficients dominants (paragraphe 
6 .1) et le formalisme multifractal base sur les coefficients dominants (paragraphe 6.2) seront ainsi 
definis, et on decrira les avantages attendus de ce dernier par rapport au formalisme multifractal 
base sur les coefficients d’ondelette discrets (paragraphe 6.3). La rnise en oeuvre pratique de ce 
formalisme sera effectuee au chapitre suivant. 

6.1 Les coefficients dominants lf(j,k ) 

Les coefficients dominants sont definis a partir de la transformee en ondelette discrete (cf. 
l’annexe B), et les notations ici utilisees sont bien sur les rnernes que dans la partie precedente. 
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La fonction / dont on desire effectuer l’analyse multifractale sera dans cette partie supposee 
appartenir a l’ensemble L°°(M) (on rappelle que L°°(M) regroupe les fonctions qui sont bornees 
sur M). II en effet necessaire que les fonctions etudiees appartiennent a cet ensemble pour pouvoir 
definir les coefficients dominants. 

Cet ensemble est different de celui utilise dans la partie precedente, L 2 (M), qui contient des 
fonctions qui ne sont pas bornees. Ce memoire de these n’est bien sur pas le lieu pour discuter le 
detail mathematique de ces differences techniques, d’autant plus que seuls les resultats des preuves 
donnees dans [73] motivent le travail ici presente. 

6.1.1 Definition 
Nouvelle notation 

Avant de donner la definition des coefficients dominants, il est avantageux d’introduire la nota¬ 
tion suivante pour les coefficients d’ondelette discrets afin d’alleger l’ecriture. Les indices j et k des 
coefficients d’ondelette discrets se rapportent a un rapport d’echelle (2 J ) et a une date (2 J k). Le 
support de l’ondelette ipj,k{t) = ^ k j associee au coefficient df(j, k ) est de taille environ 

autour de la date t = 2 3 k. On peut done indexer chaque ondelette 'tff.k, et done chaque coefficient 
df(j,k) par Vintervalle dyadique \(j,k) : 

A (J,k) = [2 j k,2 j (k + l)[= 2 j k+[0,2 j [. (6.1) 

Cette notation n’est finalement que la projection du pavage realise par la transformee en onde¬ 
lette discrete du plan temps-echelle sur l’axe des temps (cf. l’annexe B). 

L’interet de cette notation est de definir simplement des ensembles de coefficients d’ondelette 
discrets correspondant a une rnerne date, rnais a un rapport d’echelle different. Par exemple, 
X^A'cA (jk)df(^) designera une somrne sur tous les coefficients d’ondelette definis pour la date 
t = 2 3 k et pour des octaves f plus petites que j : j 1 < j. 

Definition des coefficients dominants lf(j,k) 

Les coefficients dominants 1 lf(j,k) sont definis a partir des coefficients dj(j,k) de la faqon 
suivante : 

sup |d/(A')|, ( 6 . 2 ) 

A'C3A (j,k), j’<j 

oil 3A(j, k ) = A (j, k — 1) U A (j, k ) U A (j, k + 1), e’est-a-dire l’intervalle A (j, k ) lui-meme et ses deux 
intervalles voisins et de rnerne taille. Les coefficients dominants lf(j,k) sont done definis comrne 
le plus grand, en valeur absolue, des coefficients en ondelette discrets definis dans un voisinage 
temporel de la date 2 J k et pour des echelles plus petites (j' < j). Sur la figure 6.1 est porte le 
plan temps-echelle, et la zone grisee correspond a l’ensemble des coefficients df(X') pour lesquels 
A' C 3A(j, k). 

6.1.2 Caracterisation de la regularity ponctuelle 

Tout comrne les coefficients d’ondelette discrets df(j, k ) permettaient d’obtenir une caracterisation 
de la regularity ponctuelle de la fonction, et done de faire le lien avec l’exposant de Hodler (cf. pa- 

1 Afin d’eviter d’eventuelles confusions avec les coefficients d’ondelette discrets, les coefficients dominants seront 
notes avec la lettre l, a cause de leur denomination anglaise : ’’wavelet leaders”. 


58 




o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

• 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 


Fig. 6.1 - Plan temps-echelle et grille dyadique associee, reperee par le couple ( j,k ). La 
zone grisee contient tous les coefficients df( A') avec A' C 3A(j, k), oil A (j, k ) est repere par le disque 
gris. 

ragraphe 5.1), il existe une relation similaire sur les coefficients dominants lf(j, k) 2 * : 

/ € C a (t 0 ) =>30 0 / Vj, l f ( k(j,to),j) < C2? a (6.3) 

II n’est pas necessaire de prendre la valeur absolue des coefficients dominants, puisque ceux-ci 
sont par definition positifs. Cette caracterisation est toujours a prendre dans le sens d’un compor- 
ternent asymptotique des coefficients lf(j, k) pour les echelles tendant vers 0 (i.e. j —» —oo). 

Cette assertion n’admet pas non plus de reciproque exacte, mais la reciproque approchee sui- 
vante : si la propriete precedente est verifiee et que la fonction / est uniformement holderienne, on 
a alors : 

si \t — to\ < 1, | f(t) - P(t-t 0 )\ <C\t-t 0 \ a log ^ ' ( 6 ‘ 4 ) 


Quelques commentaires 

Comme l’exposant de Holder est la regularite locale maximale (cf. definition (3.2)), on a en 
particulier : 

l f (k(3,to),j)<CV h fto>l 

La loi de puissance C2 ]h f( to ^ est aussi la loi de puissance la plus ’’serree” qui puisse borner les 
coefficients dominants autour de la date to¬ 
ll y a done une difference essentielle avec la caracterisation de regularite obtenue avec les coeffi¬ 
cients d’ondelette discrets (equation (5.1)) : les coefficients dominants offrent une caracterisation de 
la regularite locale plus propre dans la mesure ou ils se comportement comme une loi de puissance 
de l’echelle 2 J , d’exposant hf(to), et ce quel que soit le type de singularite! Les coefficients d’onde¬ 
lette df(j, k) n’offraient une telle caracterisation que pour les singularites de type cusp (singularites 
simples), le terme (l + \2~Hq — k(j, to) |°) dans la caracterisation obtenue avec ces coefficients 
(equation (5.1)) detruisant sinon le comportement en loi de puissance (cf. paragraphe 5.3.3). 

2 On suppose bien sur toujours que le nombre de moments nuls N,p de l’ondelette utilisee est superieur a la regularite 

que Ton cherche a caracteriser. 
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6.2 Formalisme multifractal base sur les coefficients dominants 

On reprend la meme trame que celle utilisee pour la construction du formalisme multifractal 
base sur les coefficients d’ondelette discrets, rnais en utilisant cette fois les coefficients dominants 
lf(j,k) cornrne quantite multi-resolution. 

6.2.1 Fonctions de structure 
Definition des fonctions de structure 

Le formalisme multifractal base sur les coefficients dominants utilise comrne grandeurs globales 
pour effectuer l’analyse multifractale, les fonctions de structure S l j(q,j) definies sur les coefficients 
dominants : 

n U) 

Sf(q, = (*/(j> k )) q > ( 6 - 5 ) 

k= 1 

ou n(j) est le nornbre de coefficients lf(j,k) disponibles a l’octave j. II n’est pas necessaire de 
prendre la valeur absolue des coefficients dominants car ceux-ci sont par definition positifs. 

Comportement en loi de puissance des fonctions de structure S l j(q,j). Exposants Cf{q) 

Si la fonction / est multifractale, alors les fonctions de structure S l ^(q,j) se comportent asyrnp- 
totiquement, lorsque l’echelle tend vers 0, comrne une loi de puissance en fonction de l’echelle 
2 ] : 

S l f (q,j)~C q 2 K f^ ( 6 . 6 ) 

L’exposant C/(<?) caracterisant cette loi de puissance est toujours appele exposant de loi d’echelle. 

6.2.2 Enonce 

On peut alors enoncer le formalisme multifractal base sur les coefficients dominants, reliant le 
spectre de singularites Df(h) et les exposants Cf{q) selon : 

D f( h ) = inf (l + qh - C/(<?)) (6.7) 

Commentaires 

Encore une fois, la transformee de Legendre des coefficients dominants et le spectre de singula¬ 
rites Df{h) sont a priori differents. II est done introduit la notation pour la premiere quantite : 

D f(h) = inf (l + qh - C}(<?)) • (6.8) 

D l f(h), defini comrne une transformee de Legendre, est necessairement concave. 
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6.3 Validite du formalisme multifractal base sur les coefficients 
dominants 

Nous allons donner dans cette partie les resultats mathematiques existants pour ce nouveau 
formalisme multifractal, et allons montrer pourquoi il perrnet de regler les deux defauts majeurs du 
formalisme base sur les coefficients d’ondelette discrets (partie ’’droite” du spectre de singularity 
et presence de singularites oscillantes). 

6.3.1 Resultats mathematiques 

Les deux quantites Df(h) et D l ^(h) ne sont pas a priori egales. En fait, il est rnontre dans [73] 
qu’il existe, comrne c’etait deja le cas avec D c j(h) une inegalite entre ces deux quantites : 

si la fonction / est uniformement holderienne, on a alors : 

V/i, D f (h) < D l j(h). (6.9) 

La quantite D l j(h) est done une fonction qui borne le spectre des singularites Df(h). Il evident 
que ce resultat est plus general que celui obtenu avec les coefficients d’ondelette discrets (cf. equation 
5.8), puisque (6.9) est valable pour toute valeur de h alors que (5.8) ne l’etait que pour h < h c . 

On peut en fait etre encore plus precis : D l j(h) est l’enveloppe convexe (e’est une fonction 
concave) de Df(h). Done si Df(h) est concave, alors on obtient : 

D f (h) = D l f (h), 

e’est-a-dire que le formalisme multifractal base sur les coefficients dominants est exact. Ce n’est pas 
une remarque anecdotique puisque, comrne il en a deja ete fait la remarque au paragraphe 3.3.3, les 
fonctions multifractales auxquelles on s’interesse en pratique ont un spectre de singularites concave. 

Ce resultat arnene deux remarques, qu’il faut rnettre en regard des deux limitations du forma¬ 
lisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette discrets exposees au paragraphe 5.3 : 

•on a Df(h) = D l j{h ) pour h > ho 3 , e’est-a-dire pour la partie droite du spectre 
de singularites Df(h) 

•pour h c < h < ho 4 , on a Df(h ) = D l j{h), alors que l’on a Df(h) = D ( j(h) 
seulement si la fonction etudiee ne contient que des singularites simples (cf. paragraphe 5.3); e’est 
done sur partie-la du spectre Df(h) que la presence de singularites oscillantes joue un role, et la 
formule Df(h) = D l j(h) rnontre ainsi bien que le formalisme multifractal base sur les coefficients 
dominants est valable quel que soit le type de singularity. 

Explicitons de faqon plus claire ces deux remarques. 

6.3.2 Partie ’’droite” du spectre de singularites 

Le formalisme multifractal base sur les coefficients dominants est valable pour la partie droite 
du spectre. Cela suppose que les exposants Cj(q) avec 9 < 0 ont un sens, et que done les fonctions 

3 On rappelle (cf. paragraphe 5.3.2) que ho est la valeur de h pour laquelle Df(h) atteint son maximum. 

4 On rappelle (cf. paragraphe 5.3) que h c est defini comrne l’abscisse du point pour lequel la tangente a Df(h) 
passe par l’origine (0,0). 
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de structure S l j(q,j) se comportent en loi de puissance avec le ”bon” exposant Cf(o) nrerne pour 
q < 0. Cela denrande au rnoins que les coefficients dominants lf(j,k) ne soient jamais nuls. On a 
vu au paragraphe 5.3.2 que ce n’etait pas le cas avec les coefficients df(j,k). II a ete precede au 
rnenre test qu’au paragraphe 5.3.2 : les coefficients dominants 5 (pour une certaine octave j ) de la 
rnenre realisation de processus multifractal ont ete calcules, et leur histogranrme porte sur la figure 
6.2. On a aussi reporte pour rappel la figure 5.3. 



Fig. 6.2 - Histogrammes des coefficients d’ondelette discrets df(j = 5, k ) (trait en pointilles) 
et des coefficients dominants lf(j = 5, k) (trait continu) calcules sur une realisation du processus 
rnarche aleatoire nrultifractale (se reporter a l’annexe D). 


On voit done sur ses histogrammes que les coefficients dominants, bien que definis a partir 
de quantites (les modules des coefficients d’ondelette discrets) prenant regulierement des valeurs 
tres proches de zero, sont eux des valeurs ’’eloignees” de zero. II n’y a done pas d’obstacle a priori 
d’etudier les fonctions de structure S l f(q,j), et les exposants correspondants d’ordre q negatif. 

6.3.3 Singularites oscillantes 

Interessons-nous maintenant au comportement des coefficients dominants en fonction de l’echelle 
2? dans le cas d’une singularity isolee. Les deux singularites isolees (une oscillante, l’autre pas) 
definies dans le paragraphe 5.3.3 ont ete analysees avec les coefficients dominants. On trace alors le 
comportement dans un diagranrme log-log des coefficients dominants lf(j, k) en fonction de l’echelle 
2-f, en choisissant pour chaque octave j la date discretisee k correspondant a t = 0. Les resultats 
sont portes sur la figure 6.3 (rangee du bas), ou sont rappeles (rangee du haut) les resultats obtenus 
avec les coefficients d’ondelette discrets 

Nous avions vu (cf. paragraphe 5.3.3) que les coefficients d’ondelette discrets df(j, k ) ne se com- 
portaient pas dans le cas des singularites oscillantes en loi de puissance : \df(j,k)\ ^ 2^ h (cf. figure 
6.3), ce qui illustrait pourquoi le fornralisme multifractal base sur ces coefficients etait mis en echec 
lorsque la fonction analysee comportait des singularites oscillantes. Lorsque la rnenre analyse est 
faite avec les coefficients dominants, le comportement en loi de puissance est retabli : lf(j, k) ~ 2 JP . 
De plus, l’exposant de cette loi de puissance est proche de h = 0.8, puisque l’on trouve p — 0.77 

s Toujours en prenant comme ondelette discrete l’ondelette de Daubechies a 2 moments nuls (cf. l’annexe B). 
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Fig. 6.3 - Haut : singularity simple de parametre h = 0.8. Bas : singularity oscillante de 

parametres h = 0.8 et (3 = 1. Milieu : analyse avec les coefficients d’ondelette discrets df(j,k). 
Droite : analyse avec les coefficients dominants lf(j,k). 


(cf. figure 6.3). 

Cet exemple simple illustre bien le fait suivant: le formalisme multifractal base sur les coefficients 
dominants est superieur a celui base sur les coefficients d’ondelette discrets en ce qui concerne 
les singularites oscillantes, puisque rnerne sur cet exemple simple, voire simpliste, les coefficients 
d/(j, k) ne capturent pas le bon comportement en loi de puissance sur lequel est base le formalisme 
multifractal. 

Une autre faqon de percevoir cette difference est de tenir le raisonnement suivant : une singularity 
(qu’elle soit oscillante ou non) est une structure de l’espace temps-echelle, qui ’’pointe” aux petites 
echelles vers la date to de la singularity. On peut rnerne qualifier cette structure de ’’verticale” dans 
ce plan, puisqu’elle y localisee temporellement autour de la date to, nrais affecte toutes les echelles 
2 3 , cornrne on peut le voir sur la figure 6.4, oil est trace le logarithme des modules des df(j,k ) 
correspondant a la singularity simple precedente (parametre h = 0.8). 

Le formalisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette discrets ne tire aucune partie de 
cette structure, puisque les fonctions de structure Sj(q, j) sont les moyennes temporelles des puis¬ 
sances des coefficients d’ondelette discrets df(j,k ) a chaque echelle 2L II s’avere que l’infornration 
fournie par les d/(j, k ) suffit en fait a caracteriser les singularites simples, nrais echoue dans le cas 
des singularites coscillantes. 

Les coefficients dominants contiennent quant-a-eux une information differente : le coefficient 
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Fig. 6.4 - Gauche : singularity simple de parametre h = 0.8 (gauche). Droite : log 2 |d/(j, A;)| ; 
l’echelle de gris va du noir pour la valeur 0 jusqu’au blanc pour la valeur maximale. 


l/(j , k) n’a aucune raison 6 d’etre egal a \df(j, k) |, rnais peut tres bien etre egal a \df(j', k')\, corres- 
pondant a la nrenre localisation temporelle que d/(j, k) (puisque le sup est pris dans un voisinage 
temporel de l’intervalle dyadique A (j,k), cf. paragraphe 6.1.1), rnais a une echelle 2 J differente 
de 2b Les coefficients dominants tiennent cornpte ainsi de la structure verticale de la singularity, 
puisque le sup est pris a une date fixee sur toutes les echelles plus petites que 2b Le coefficient 
lf(j,k) decrit done, par construction, la fagon dont une singularity, a une date to particuliere, 
structure le plan temps-echelle voisinage temporel 2 J k de la date to, pour toutes les echelles plus 
petites que 2b Cela ne change rien pour les singularites de type cusp conrme on l’a vu (cf. figure 
6.3), rnais perrnet de restaurer un comportenrent en loi de puissance en fonction de l’echelle, avec 
le bon exposant (l’exposant de Holder) dans le cas plus general des singularites oscillantes. 

6.3.4 Conclusions 

La caracterisation des proprietes de regularity ponctuelle a l’aide des coefficients dominants 
est done bien nreilleure que celle basee sur les coefficients d’ondelette discrets : elle perrnet de ca- 
racteriser de fagon generate les exposants de Holder d’une fonction, et non-plus de fagon restreinte 
conrme dans le cas des coefficients d’ondelette discrets, ou la caracterisation n’est valable seulenrent 
si les singularites correspondant aux exposants de Holder ne sont pas oscillantes, ou autrenrent dit, 
si l’exposant d’oscillation (3 est partout nul. 

Elle perrnet de plus, rnerne dans le cas oil seules des singularites simples sont presentes, de 
pouvoir acceder, a travers le formalisme multifractal associe, a la partie ’’droite” du spectre de 
singularites. 

Le formalisme multifractal base sur les coefficients dominants est done superieur au formalisme 
multifractal base sur les coefficients d’ondelette discrets, dans le sens suivant (on suppose que les 
spectre de singularites que l’on cherche a mesurer est concave) : alors que ce dernier n’est valable 
que pour h < ho (e’est-a-dire la partie gauche du spectre de singularites) lorsque la fonction etudiee 
ne contient que des singularites simples, voire h <h c lorsque celle-ci est simplement uniformement 
holderienne, le formalisme multifractal base sur les coefficients dominants s’applique a toutes les 

6 On rappelle que sa definition est (cf. paragraphe 6.1.1) est : lf{j,k) = sup Vc3A(jjfc ) |d/(A')|. 
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fonctions uniformement holderiennes, et fournit une mesure complete du spectre de singularites. 

6.4 Fonctions scalaires definies sur W 1 

Nous allons conclure cette partie avec l’extension du formalisme multifractal base sur les coef¬ 
ficients dominants aux fonctions scalaires definies sur M rf , avec d entier naturel non-necessairement 
egal a 1. 

Tout comrne pour les fonctions scalaires definies sur M, ce formalisme va s’averer plus performant 
que celui base sur les seuls coefficients d’ondelette discrets. Cela est bien sur evident, puisque l’on 
a vu que la notion de regularite ponctuelle et sa caracterisation a l’aide des coefficients d’ondelette 
ne dependent pas fondamentalement de la dimension de l’espace sur lequel est defini la fonction / 
etudiee. 

6.4.1 Coefficients dominants a d dimensions 
Cubes dyadiques A = X(j. ki, m) 

On generalise les intervalles dyadiques de M en cubes dyadiques, pour les dates de M d , en y 
incluant aussi l’indice m de la direction (dans M rf ) correspondante du coefficient d’ondelette discret : 

\(J,ki,m) = y(ki) + [0,2?[ d . ( 6 . 10 ) 


Definition 

On definit alors les coefficients dominants comrne dans le cas des fonctions definies sur M, dans 
les ( 2 d — 1) directions de : 


lf(j,ki,m)= sup \d f (X')\, (6.11) 

A' C3 d 


ou 3 d X(j, ki, l) = Uk'=ki-i,ki- k i+ \X(j, k[, l ), c’est-a-dire le cube A (j, ki, l) lui-meme et ses plus proches 
voisins dans l’espace temps-echelle a n dimensions (pour le temps, pas pour l’echelle). 

Caracterisation de la regularite ponctuelle 

La caracterisation de la regularite ponctuelle de la fonction / prend en cornpte de la rnerne 
faqon que celle existant avec les coefficients df(j,ki,m ) (paragraphe 5.4.1) les 2 d — 1 coefficients 
lf(j, ki, rn) existant a chaque octave j pour chaque date {ki} 

f € C a (t 0 ) =5-30 0 / Vm, Vj, l f (k(j,t 0 ),j,m) < CV a , (6.12) 

ou (k(j, to) est l’index de la date discrete correspondant & to & l’octave j. 

Cette assertion n’admet pas de reciproque exacte, rnais la reciproque approchee suivante : si la 
propriete precedente est verifiee et que la fonction / est uniformement holderienne, on a alors : 

si [t-t 0 \<l, | f(t) - P(t - t 0 )I <C\t- 1^ log ^ • ( 6 - 13 ) 
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6.4.2 Formalisme multifractal base sur les coefficients dominants 

Fonctions de structure a d dimensions S l j(q,j ) 

Les fonctions de structure S l f(q,j) construites a partir des coefficients dominants se definissent 
conrme celles construites sur les coefficients d’ondelette discrets S d (q,j) : 

s f(q,j) = (6- 14 ) 

KJ> {ki} m 

ou ri(j) est toujours le nornbre de coefficients presents a l’octave j dans chacune des 2 d — 1 directions 
(c’est forcement le rnerne). 

Exposants (f{q) 

Pour les fonctions / multifractales, la fonction de structure d’ordre q se comporte alors selon 
une loi de puissance en fonction du rapport d’echelle : 

S l f (q,j)~C q 2 j ^ q \ (6.15) 

ce qui definit exactement de la rnerne fagon que dans le cas Id l’exposant £/((/)• 

Enonce 

Le formalisme multifractal base sur les coefficients dominants affirnre alors Vegalite entre le 
spectre de singularities Df(h) de la fonction analysee et la transformee de Legendre D l j{h) des 
exposants C/((Z) : 

Dp(h) = D l f(h) = min [d + qh — C/(<?)j • 


Validite 

Cornnre c’etait deja le cas pour le formalisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette 
discrets, celui base sur les coefficients dominants ne depend pas de la dimension d utilisee. Les 
proprietes de validite discutees au paragraphe 6.3 se generalised sans aucune restriction au cas a 
d dimensions [73] : 

le formalisme multifractal base sur les coefficients dominants est valide pour toutes les fonctions 
uniformenrent holderiennes pour lesquelles le spectre de singularities est concave. 
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Chapitre 7 

Mise en oeuvre du formalisme 
multifractal base sur les coefficients 
dominants 


II vient d’etre defini au chapitre precedent un nouveau formalisme multifractal, base sur les 
coefficients dominants lf(j,k). Ce formalisme, recemment introduit par S. Jaffard [73], n’avait pas, 
a notre connaissance, ete mis en pratique. Un des apports importants de ce travail de these, a 
ete de rnettre en oeuvre ce formalisme, par la mise au point de codes infornratiques (des routines 
ont ete developpees en utilisant le langage Matlab). On dispose ainsi d’outils numeriques, afin de 
rnettre en evidence les differents apports theoriquement prevus par rapport aux autres formalismes 
multifractals. 

Ce chapitre regroupe les resultats obtenus sur la caracterisation numerique des performances 
theoriques de ce formalisme, afin de rnieux eclairer les differences entre formalismes multifractals, 
bases soit sur les coefficients d’ondelette discrets, soit sur les coefficients dominants. Divers processus 
multifractals, possedant ou non des singularities oscillantes, ont ainsi ete synthetises, afin d’illustrer 
les differences et les avantages respectifs de ces deux formalismes multifractals. [95] regroupe une 
version reduite de ces resultats. 

7.1 Methodologie 

II a ete employe la methodologie suivante pour effectuer la caracterisation numerique du for¬ 
malisme multifractal base sur les coefficients dominants. Des realisations de processus aleatoires 
multifractals de type fonction (cf. l’annexe D) ont ete synthetisees, et les deux formalismes multi¬ 
fractals, bases soit sur les coefficients d’ondelette discrets, soit sur les coefficients dominants, ont ete 
appliques a chacune de ces realisations. Les resultats rnoyens obtenus sont alors discutes. Notons 
que l’on n’analysera seulement des processus definis sur M. 

Chaque processus aleatoire multifractal sera note X, et N r ^ a i realisations independantes, notees 
Xj avec i = 1 ,.N r< ; a i, seront synthetisees, avec la rnenre resolution r et le rnerne nornbre d’echelles 
integrales Ni n t (cf. l’annexe D). 

Sur chaque realisation X\ seront mesures les exposants Cx (q) definis dans les deux chapitres 
precedents, a l’aide d’une regression lineaire de log 2 S^f (q,j) en fonction de j (cf. le paragraphe 
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9.1) 1 . L’estimee correspondante sera notee Cx ( ( l)- La transformee de Legendre de notee 

TL[(^](h), sera alors calculee. Les resultats seront alors presentes sous la forme suivante : on 

tracera la moyenne, notee TL[^ l _\(h) des TL[C^^\{h) sur les N r ^ a i realisations independantes, et on 
les comparera au spectre de singularites theorique des processus etudies Dx(h). 


7.2 Processus multifractals sans singularites oscillantes 

Nous allons d’abord utiliser un processus multifractal bati sur des schemas de cascade multipli¬ 
cative, la cascade d’ondelette aleatoire (cf. le paragraphe 4.1), afin de n’etudier que des realisations 
ne possedant que des singularites simples (de type cusp) et pas de singularites oscillantes (de type 
chirp), comrne il a ete precise au paragraphe 4.1. 


7.2.1 Cascades d’ondelette aleatoires log-normales 

Choix des parametres de synthese et d’analyse 

Les parametres definissant les proprietes multifractales du processus cascade d’ondelette aleatoire 
avec une loi log-normale pour les multiplicateurs (cf. paragraphe 4.1) sont au nornbre de deux : rn 
et a, determinant alors le spectre multifractal du processus (cf. equation (4.5)) : 


D r w — 1 


(h — m ) 2 
21n(2)a 2 ' 


II a ici ete choisi : m = 0.7 et a = 0.17. Le plus grand exposant de Holder de ce processus est 
done (cf. paragraphe 4.1) h max = rn + cr^/2 ln(2) ~ 0.9. 

En ce qui concerne la synthese des realisations du processus, il a ete realise N r ^ a i = 1000 
realisations, comportant chacune N{ n t = 2 5 echelles integrales, de resolution r = 2 -15 , en utilisant 
l’ondelette de Daubechies a 6 moments nuls, de regularite suffisante puisque superieure a 1 (cf. 
annexe B). 

L’analyse multifractale a ete effectuee a l’aide des formalismes multifractals bases sur les coef¬ 
ficients d’ondelette discrets et sur les coefficients dominants. L’ondelette discrete utilisee dans les 
deux cas est l’ondelette de Daubechies a 2 moments nuls, ce qui est largement suffisant pour estimer 
des exposants de Holder inferieurs a 0.9 2 . 


Resultats 

Les resultats sont presentes sur la figure 7.1 : en trait noir continu est trace le spectre des 
singularites D rwc (h) du processus synthetise, et les ronds correspondent a la moyenne TL[(fwa\{h) 
des TL[Qrwa]{h) sur les N rf : 0 j = 1000 realisations. 

1 Notons que le c.hoix de la gamme d’echelles sur laquelle sont effectuees les regressions lineaires ne pose pas de 
problemes pour des signaux synthetiques, puisque Ton peut choisir la taille de cette gamme a l’aide de la resolution 
des processus (cf. annexe D). Ce choix, purement technique en ce qui concerne ce chapitre, ne sera pas plus discute 
ici. Ce choix est en revanche beaucoup plus delicat lorsqu’il s’agit d’effectuer l’analyse de signaux reels, comme on le 
verra dans le chapitre 8. 

2 On rappelle que seul le nombre de moments nuls joue un role lorsqu’on utilise une ondelette afin de caracteriser 
les proprietes de regularite ponctuellc d’un signal (cf. les paragraphes 5.1 et 6.1.1). 


68 



1 



Fig. 7.1 - Cascades d’ondelette aleatoires. Trait continu : D rwc (h). o : TL[0 WCi \(h) (gauche) 

et TL[Q l rwc ]{h ) (droite). Haut : totalite du spectre de singularites et bas : zoom sur la partie 
superieure. 


On voit done bien sur cet exemple de processus multifractal (qui ne possede que des singularites 
simples et pas de singularites oscillantes, cf. paragraphe 4.1) que le formalisme multifractal base 
sur les coefficients d’ondelette discrets ne perrnet pas de mesurer la partie ’’droite” du spectre de 
singularite, alors le que le formalisme multifractal base sur les coefficients dominants est capable 
de mesurer le spectre de singularite en entier, e’est-a-dire sur [h m i n , h max \, cornrne cela est attendu 
dans les chapitres precedents. Notons qu’on observe un biais de mesure (cf. figure 7.1, en bas), 
puisque le sornmet du spectre de singularites mesure est legerement decale vers les valeurs plus 
faibles de h. L’etude de ce type de problemes n’entre pas dans le cadre de ce travail de these, 
rnais une etude numerique des performances statistiques des formalismes multifractals utilises a 
recemment ete entreprise avec S. Roux, du laboratoire de physique de l’ENSL [149]. 


69 
































7.2.2 Autres processus 

Les cascades d’ondelette aleatoires peuvent etre generees avec des multiplicateurs selon d’autres 
lois (cf. le paragraphe 4.1), pas necessairement une loi log-normale, par exemple une loi log-Poisson, 
ce qui fournit un processus de spectre de singularites de forme fonctionnelle differente. On peut 
aussi faire varier les parametres controlant le spectre de singularitesi. II est de merne possible d’uti- 
liser d’autres processus multifractals, toujours bases sur une notion de cascade multiplicative, par 
exemple les marches aleatoires multifractales ou les mouvements browniens en temps multifrac¬ 
tal (cf. l’annexe D), et qui definissent des processus aux spectres de singularites Dx(h) encore 
different s. 

La merne comparaison des deux formalismes multifractals en utilisant ces processus multifrac¬ 
tals est bien sur interessante (et a ete effectuee dans divers cas), rnais nous ne multiplierons pas les 
resultats dans cette these, puisqu’ils aboutissent tous a la merne conclusion : le fornralisme multi¬ 
fractal base sur les coefficients dominants perrnet de mesurer la totalite du spectre de singularites 
Dx(h), alors que le fornralisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette discrets s’avere 
incapable de mesurer la partie droite du spectre de singularites. 

7.3 Processus multifractals avec singularites oscillantes 

Nous allons maintenant nous pencher sur les processus de series d’ondelette aleatoires, qui 
sont des processus pour lesquels chaque realisation possede presque surement des singularites oscil¬ 
lantes [21, 22], et ce presque partout (cf. le paragraphe 4.2). Ce processus est done tres interessant 
puisque, comrne il a deja ete precise dans la partie 4.2, celui-ci possede de tres grandes analogies 
avec le processus cascade d’ondelette aleatoire : ils sont tous deux definis a partir de leurs coeffi¬ 
cients d’ondelette discrets. Cependant, ceux-ci sont independants d’une echelle a l’autre pour les 
series d’ondelette aleatoires , alors qu’ils sont fortement correles (par la cascade multiplicative) 
pour les cascades d’ondelette aleatoires. Cette difference ce traduit notamment dans le fait que les 
series d’ondelette aleatoires possedent des singularites oscillantes alors que les cascades d’ondelette 
aleatoires n’en possedent pas (cf. les parties 4.1 et 4.2). Notons enfin que la presence de singularites 
oscillantes se traduit pour le spectre de singularites des series d’ondelette aleatoires par une droite 
dans sa partie superieure (plus precisement lorsque h c < h < h max , cf. paragraphe 4.2.4). 

On s’attend done a ce que les deux formalismes multifractals aboutissent a des resultats 
differents pour les series d’ondelette aleatoires, a la difference des cascades d’ondelette aleatoires 
precedemment utilisees. 

Choix des parametres de synthese et d’analyse 

On a choisi ici d’analyser des realisations d’une serie d’ondelette aleatoire log-normale, definie 
au paragraphe 4.2.4. II y a deux parametres dans la definition de ce processus : m et a. On a choisi 
ici m = 0.5 et o = 0.3 (ce qui respecte bien la condition de convergence des series d’ondelette 
aleatoires : m > aV 2 In2, cf. paragraphe 4.2.4). Le spectre de singularites du processus ainsi defini 
est alors : 
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~ 0.43. 


avec hmin = m- oV 2 In 2 ~ 0.15, h c = Jm 2 - 21n(2)cr 2 ~ 0.35 et h max = — , ol ,,, , 

m—yJm z — 2m[2)<T z 

II a ete synthetise N r ^ a i = 1000 realisations de ce processus, contenant chacune N int = 2 2 
echelles integrates, et de resolution r = 2 -15 . L’ondelette de Daubechies a 6 moments nuls a ete 
utilisee pour la synthese de ces realisations. 

L’analyse multifractale de chacune de ces realisations a ete realisee a l’aide du formalisme 
multifractal base sur les coefficients d’ondelette discrets et du formalisme multifractal base sur les 
coefficients dominants, avec l’ondelette de Daubechies a 2 moments nuls (suffisante pour estimer 
des exposants de Holder inferieurs a 0.43). 


Resultats 

Les resultats obtenus sont reportes sur la figure 7.2. Les moyennes TL[0 ws .](h) et TL[C} rws ^{h) 
des transformees de Legendre sur les N r ^ a i realisations concordent dans leur partie inferieure, ce 
qui est attendu : les deux formalismes sont senses etre valides pour h < h c ~ 0.35. Ils different en 
revanche dans leur partie superieure. Or il a deja ete signale que la partie superieure du spectre 
de singularites des series d’ondelette aleatoires (cf. paragraphe 4.2) etait une droite, et etait la 
signature du fait que ce processus contenait des singularites oscillantes. 


La quantite TL[0 ws .\(h) rnesure bien le spectre de singularites pour des h plus petits qu’en- 
viron 0.4, rnais rnesure mal la partie de D rws {h ) correspondant a h > 0.4. En particulier, cette 
quantite n’arrive pas a capter le point d’arret du spectre de singularites que constitue son maxi¬ 
mum h max — 0.425 (cf. figure 7.2, rangee du bas), rnais semblerait predire, dans l’hypothese ou 
le formalisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette discrets serait valide, un spectre de 
singularites ’’classique”, i.e. sans point d’arret, qui contiendrait notamment des exposants de Holder 
valant jusqu’a 0.48, alors que ceux-ci sont en fait absents. Notons que ce constat concerne la partie 
gauche du spectre, et ce disaccord ne peut done en aucun cas impute au fait que ce formalisme 
echoue a mesurer la partie droite du spectre de singularites. 

En revanche, TL[( l rws .\(h) fournit une bonne rnesure de D rws (h ) : les resultats obtenus ne 
s’ecartent pas en particulier de la droite que forme la partie superieure du spectre de singularites, 
et montrent bien de plus que ce spectre possede un point d’arret en son maximum h max , et ne 
s’etend pas au dela de h max - 

L’exemple du processus serie d’ondelette aleatoire perrnet done de rnettre en lumiere une 
difference essentielle entre le formalisme multifractal base sur les coefficients dominants et le forma¬ 
lisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette discrets : le premier s’applique aux fonctions 
uniformement holderiennes (dont le spectre de singularites est concave), alors que le second ne peut 
que mesurer a priori la partie du spectre de singularites definie par h <h c . Ceci est en particulier 
vrai lorsque la fonction etudiee contient des singularites oscillantes, comrne on vient de le voir. Ce 
resultat est bien un resultat fort, car le formalisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette 
discrets echoue a mesurer l’exposant de Holder predominant : h maxi dont la dimension de Hausdorff 
de l’ensemble iso-Holder associe est 1, la dimension topologique du support de la fonction. Autre- 
rnent dit, il ne peut mesurer correctement l’exposant de Holder le plus important (selon la notion 
d’importance geometrique discutee au paragraphe 3.3, quantifiee par la dimension de Hausdorff), 
alors que le formalisme multifractal base sur les coefficients dominants donne une rnesure correcte 
de cet exposant predominant. 
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Fig. 7.2 - Series d’ondelette aleatoires. Trait continu : D rws (h). o : TL[0 ws .](h) (gauche) 

et TL[Q ws ](h) (droite). Haut : totalite du spectre de singularity et bas : zoom sur sa partie 
superieure. 


7.4 Detection de singularites oscillantes 

On vient de voir dans le paragraphe precedent que la presence de singularites oscillantes avait 
pour effet de faire echouer le formalisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette discrets, 
alors que celui base sur les coefficients dominants permettait de mesurer correctenrent le spectre 
de singularites Df(h). On en deduit alors que, en comparant les resultats obtenus avec les deux 
formalismes, on peut detecter la presence de singularites oscillantes en cas de disaccord entre 

TL[( x ,](h) et TL[( l Xi \(h) pour la partie gauche. 

En revanche, il n’y a pas de reciproque. Si les deux formalismes coincident sur la partie gauche : 

TL[( x ](h) = TL[C} x ]{h) pour h < ho, on ne peut pas conclure a l’absence de singularites oscillantes. 
En effet, il est possible [75, 12, 13, 14, 72] de definir une generalisation du spectre de singularites 
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Df(h) qui tienne compte du caractere oscillant, c’est-a-dire de l’exposant d’oscillation f3 3 : c’est le 
spectre (parfois appele grand-canonique) Df(h,/3), avec h > 0 et (3 > 0, defini comine la dimension 
de Hausdorff des ensembles E(h , (3) des points pour lesquels l’exposants de Holder est h et l’exposant 
d’oscillation (3. L’existence de singularites oscillantes se traduit par Df{h,(3 ) / —oo 4 pour des 
valeurs strictement positives de f3, tandis que leur absence implique Df(h,/3) = —oo si f3 / 0. 

Le spectre de singularites classique Df(h) est relie a Df(h,(3 ) par : 

Df(h ) = supD/(/i, (3). 

P 

On peut a priori etre dans la situation suivante : 3(3 > 0 tel que Df(h,/3) / —oo, rnais Df(h ) = 
sup gDf(h,/3) = Df(h,(3 = 0), c’est-a-dire que, a h fixe, l’ensemble, parrni les E(h,(3), dont la 
dimension est la plus grande est : E(h , (3 = 0). II peut done exister des singularites oscillantes, rnais 
sans pourtant reellement affecter le spectre de singularites Df(h), puisque Df(h) = Df(h,(3 = 0). 

Dans cette situation, les deux formalismes multifractals donnent le rnerne resultat pour la par- 

tie gauche du spectre : TL[£y,](/i) = TL[( l x ,](h) pour h < ho [70, 73], et pourtant il existe des 
singularites oscillantes. 

La comparaison des resultats obtenus avec les formalismes multifractals bases sur les coefficients 
d’ondelette discrets et sur les coefficients dominants perrnet done de detecter la presence de singu¬ 
larites oscillantes dans une fonction, rnais ne peut en aucun cas prouver que de telles singularites 
n’existent pas. 

7.5 Comparaison entre cascade et serie d’ondelette aleatoires : 
vers une comprehension de la multifractalite 

Comrne il a deja ete fait la remarque, les processus de cascade d’ondelette aleatoire et de serie 
d’ondelette aleatoire sont tres proches de par leur definition, et ont pourtant des proprietes mul- 
tifractales bien differentes : l’un possede des singularites oscillantes, l’autre pas. C’est justement 
la presence de singularites oscillantes qui met en defaut le formalisme multifractal base sur les 
coefficients d’ondelette discrets, alors que le formalisme multifractal base sur les coefficients do¬ 
minants s’applique toujours. Nous allons voir comment la comparaison de realisations ’’jumelles”, 
puisqu’etant definies a partir des mernes coefficients d’ondelette, de cascade d’ondelette aleatoire et 
de serie d’ondelette aleatoire va permettre une comprehension plus profonde de la multifractalite. 

7.5.1 Synthese de realisations jumelles 
Principe 

Supposons que l’on ait genere des coefficients d’ondelette discrets d rwc (j , k) selon une cascade 
multiplicative afin de synthetiser une realisation du processus de cascade d’ondelette aleatoire. Ces 
coefficients, qui ont une distribution P(j) a chaque echelle , qui depend de la loi des multiplicateurs 
et de la distribution de depart, ne definissent pas une serie d’ondelette aleatoire puisque ceux-ci 
sont tres fortement correles entre eux d’echelle a echelle par les multiplicateurs de la cascade 
multiplicative. On peut par contre utiliser cette cascade pour generer des coefficients d rws (j,k) 
ayant la rnerne distribution que les d rwc (j , k), rnais sans dependance d’echelle a echelle : il suffit de 

3 I1 existe bien sur une definition pour l’exposant d’oscillation (5 [72], mais ce niveau de precision n’est pas utile ici. 

4 On rappelle que la dimension de Hausdorff de l’ensemble vide est par convention —oo. 
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calculer les d rwc (j, k), puis de brouiller de faqon homogene les dates k a chaque echelle. On perd alors 
la structure de dependance entre echelles, puisque cette dependance se transmettait d’une echelle 
2 9 a une echelle 2 J plus fine de faqon localisee en temps, de la date k2 9 aux dates k!2 9 = k2 9 et 
k"2 J = k2 J + 1 (cf. partie 4.1). Brouiller de faqon homogene elimine done bien cette structure de 
dependance, et l’on tire bien ainsi des coefficients d rws (j, k) distribues selon la distribution P(j) et 
independants entre eux et d’echelle a echelle. 


Spectre de singularites 

Montrons alors que le spectre de singularites de la serie d’ondelette aleatoire jumelle de la 
cascade d’ondelette aleatoire est facile a calculer. II suffit de faire la remarque suivante : la quantite 
p(h) definie au paragraphe 4.2.1 par Pequation (4.6) n’est autre que le spectre de grain [21] (on 
se reportera par exemple aux chapitres de Y. Meyer ou de R. Riedi dans [3] pour la definition du 
spectre de grain, encore appele spectre de grandes deviations), defini par les coefficients d’ondelette 
discrets de la realisation de serie d’ondelette aleatoire etudiee. On notera Dr WS (h ) ce spectre, dont 
on rappelle la definition (cf. l’equation 4.6 au paragraphe 4.2.1) : 


p(h) = D? ws (li) 


inf lim sup 

j —> —oo 


log 2 ( 2 J Pj ([h - e,h + e])) 

j 


Le spectre de grain D 9 x (h) constitue une methode alternative de rnesure du spectre de singula¬ 
rites, utilisee pour certaines applications en traitement du signal [3]. Dans le cas des cascades d’on¬ 
delette aleatoires, construites a l’aide d’un cascade multiplicative, on a [17, 3] : D 9 wc (h ) = D rwc (h). 

Le processus cascade d’ondelette aleatoire ne contenant pas de singularites oscillantes, le for- 
malisnre multifractal base sur les coefficients d’ondelette discrets est valide pour h < ho (cf. 5.3), 
on a done pour h < ho, D rwc (h ) = Df wc (h). On a ainsi : 

si h, < h 0 , D rwc (h ) = D 9 wc (h ) = Df wc (h). 


Or, par construction, les spectres de grains des cascades d’ondelette aleatoires et series d’on¬ 
delette aleatoires jumelles sont identiques (toujours pour h < ho), et done egaux a p(h), puisque 
leurs coefficients d’ondelette discrets ont les nrenres distributions : 


D? wc (h) = D? ws (h ) = p(h). 


Dans le cas qui nous interesse, on a D 9 rwc (h ) = 1 — 2 ^g('"/o- 2 pour h nun < h < ho, avec ici 

h m in = 2 ln(2) et ho = m. On en deduit alors le spectre de singularites de la serie d’ondelette 

aleatoire ainsi construite a l’aide de la formule (4.7), et on retombe sur exactement le nrerne spectre 
de singularites que celui de la serie d’ondelette aleatoire etudiee dans le paragraphe 4.2.4 (equation 
4.8) : 
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Synthese pratique 

La synthese numerique d’une realisation de cascade d’ondelette aleatoire et de la realisation 
de serie d’ondelette aleatoire jumelle se fait done en parallele : on tire d’abord les coefficients 
d’ondelette de la cascade d’ondelette aleatoire a l’aide de la cascade multiplicative, avec lesquels on 
synthetise directement la realisation de la cascade d’ondelette aleatoire en inversant la transformee 
en ondelette discrete, puis on melange temporellement de faqon homogene ces coefficients, ce qui 
perrnet alors de reconstruire la realisation de la serie d’ondelette aleatoire jumelle. 

7.5.2 Comparaison de deux realisations jumelles 

Une realisation de cascade d’ondelette aleatoire avec une cascade log-normale de parametres 
m = 0.5 et a = 0.3 est synthetisee, avec l’ondelette de Daubechies d’ordre 6, ainsi que la realisation 
de serie d’ondelette aleatoire jumelle. La resolution utilisee est r = 2 -1 ' 5 , et la realisation comporte 
Ni n t = 2 5 echelles integrates. Elies sont toutes deux analysees de deux faqons differentes : avec les 
coefficients d’ondelette discrets et avec les coefficients dominants, calcules avec une ondelette de 
Daubechies a 2 moments nuls. 

On a porte sur la figure 7.3 les transformees de Legendre TL[0 wc ](h), TL[( l rwc ](h), TL[0 ws ](h) 
et T L[Q l rwf \(h) obtenues. 

On voit done bien les ecarts entre le formalisme multifractal base sur les coefficients d’onde¬ 
lette discrets et le formalisme multifractal base sur les coefficients dominants : tous deux donnent 
une bonne mesure du spectre de singularites pour la cascade d’ondelette aleatoire, alors que seul 
le formalisme multifractal base sur les coefficients dominants perrnet de mesurer correctement le 
spectre de singularites de la serie d’ondelette aleatoire. De plus, on constate bien que le formalisme 
multifractal base sur les coefficients d’ondelette discrets n’est sensible qu’aux histogrammes des 
coefficients d’ondelette discrets : puisque les les deux realisations ont les mernes distributions de 
coefficients d’ondelette discrets, ce formalisme donne le merne 5 resultat (i.e. la merne transformee 
de Legendre) pour les deux realisations. Le formalisme multifractal base sur les coefficients domi¬ 
nants est lui capable de distinguer les deux realisations, et en particulier de montrer qu’il y a des 
singularites oscillantes dans la realisation de serie d’ondelette aleatoire et pas dans celle de cascade 
d’ondelette aleatoire . 

Cet exemple perrnet done bien de rnettre en lumiere plusieurs faits : 

•les proprietes multifractales d’une fonction ne se reduisent pas aux distributions 
de leurs coefficients d’ondelette discrets, la connaissance de celles-ci est en particulier insuffisante 
lorsque la fonction contient des singularites oscillantes 

•le formalisme multifractal base sur les coefficients dominants est superieur au 
formalisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette discrets en ce qui concerne les singula¬ 
rites oscillantes justement parce qu’il n’utilise pas seulement les coefficients d’ondelette discrets et 
done leurs distributions, rnais une quantite plus adaptee : les coefficients dominants. 

'Le leger ecart observe est du au fait que l’ondelette utilisee pour l’analyse (Daubechies a 2 moments nuls) est 
differente de celle utilisee pour la synthese (Daubechies a 6 moments) nuls. Les coefficients d’ondelette definis selon 
l’ondelette Daubechies 6 sont done bien les memes (a l’ordre temporel pres) pour les deux realisations, tandis que 
les coefficients d’ondelette definis selon l’ondelette Daubechies 2 sont a priori (legerement) differents pour chaque 
realisation. 
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Fig. 7.3 - Haut, gauche : analyse de la realisation de cascade d’ondelette aleatoire : TL[0 wc ](h) 
(□) et TL[C} rw( \(h) (o). Haut, droite : analyse de la realisation de serie d’ondelette aleatoire : 
TL[(L s m ( a) et TL[0 rws ](h) (v). Bas, gauche : analyse avec les coefficients d’ondelette discrets : 
cascade d’ondelette aleatoire (□) et serie d’ondelette aleatoire (a). Bas, droite : analyse avec les 
coefficients dominants : cascade d’ondelette aleatoire (o) et serie d’ondelette aleatoire ( v ). Trait 
continu : D rws (h ) et trait en pointille : D rwc (h). 


7.6 Utilisation du formalisme multifractal base sur les coefficients 
mmto 

Le formalisme multifractal base sur les coefficients mmto (cf. l’annexe E) a ete introduit dans 
les annees 1990 par A. Arneodo et son equipe [16, 11] afin de mesurer la partie droite du spectre de 
singularites. Bien que n’ayant pas regu de fondement mathematique, cette methode a ete verifiee 
avec succes sur un certain nornbre de processus multifractals [16, 11]. Puisque le formalisme mul¬ 
tifractal base sur les coefficients dominants perrnet lui aussi la mesure de l’ensemble du spectre de 
singularites, et qu’un nouveau processus contenant des singularites oscillantes (la serie d’ondelette 
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aleatoire) est utilise, il convient de comparer les fornralismes multifractals bases sur les coefficients 
dominants et les coefficients nrnrto. C’est l’objet de ce paragraphe. 

7.6.1 Processus multifractals sans singularites oscillantes 

On reprend tout d’abord le processus de cascade d’ondelette aleatoire. 

Choix des parametres de synthese et d’analyse 

Nreal = 500 realisations du processus de cascade d’ondelette aleatoire log-nornrale ont ete 
synthetisees, a l’aide de l’ondelette de Daubechies avec 6 moments nuls, avec les parametres sui- 
vants : r = 2~ 13 , N mt = 2 4 , m = 0.37 et a = 0.19. L’analyse est effectuee a l’aide de l’ondelette de 
Daubechies a 3 moments nuls pour les coefficients dominants, et a l’aide de la derivee troisienre de 
gaussienne, qui possede done elle-aussi 3 moments nuls (cf. l’annexe B), pour les coefficients mnrto. 
Notons que la zone de regression lineaire permettant la nresure des exposants C™, c ( ( l) (l’indice m 
se rapporte a nrnrto) est la nrenre que celle utilisee pour la nresure des CrwcXv) 6 - 

Resultats 

Les resultats sont portes sur la figure 7.4 : en trait continu est rappele le spectre de sin¬ 
gularites theorique D rwc (h), et les ronds correspondent aux nroyennes TL[Q ](h) (gauche) et 
^[(racj(^) (droite) des transformees de Legendre des estinrees obtenues avec les coefficients do¬ 
minants ((r WCi (g)) et les coefficients mnrto (C™ci (<?))■ 




Fig. 7.4 - Cascades d’ondelette aleatoires. Trait continu : D rwc (h). o : TL[Q wc .](h) (gauche) 
et TL[(™ c .\(h) (droite). 


6 Puisque deux ondelettes differentes sont utilisees ici (l’ondelette de Daubechies a 3 moments nuls et l’ondelette 
gaussienne a 3 moments nuls), il est necessaire de s’assurer que la regression lineaire soit effectuee sur le meme gamme 
d’echelles. L’echelle associee a une ondelette est connue en determinant la frequence centrale du filtre passe-bande 
associe a cette ondelette [1, 103, 117], et en definissant alors l’echelle de l’ondelette comme l’inverse de cette frequence 
centrale. On peut ainsi ’’recaler” entre elles les echelles associees a chaque ondelette. 
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Les deux formalismes multifractals donnent ainsi des resultats tout-a-fait concordants, ce qui 
etait attendu, puisque la validite de celui base sur les coefficients mmto avait deja ete verifiee pour 
de tels processus par l’equipe d’A. Arneodo [16, 11, 147]. 

7.6.2 Processus multifractals avec singularites oscillantes 

Interessons-nous desormais aux series d’ondelette aleatoires, processus nouveau qui contient des 
singularites oscillantes (cf. le paragraphe 4.2). 

Choix des parametres de synthese et d’analyse 

N r eal = 100 realisations du processus de serie d’ondelette aleatoire log-normale ont ete synthe- 
tisees, a l’aide de l’ondelette de Daubechies avec 6 moments nuls, avec les parametres suivants : 
r = 2~ 15 , N int = 2 2 , m = 0.5 et a = 0.3. L’analyse est effectuee a l’aide de l’ondelette de Daubechies 
a 2 moments nuls pour les coefficients dominants, et a l’aide de la derivee seconde de gaussienne, 
qui possede done elle-aussi 2 moments nuls (cf. l’annexe B) pour les coefficients mmto. La zone de 
regression lineaire definissant les exposants est toujours commune aux deux formalismes. 

Ce sont done exactenrent les nrenre parametres que ceux utilises au paragraphe 7.3, et les 
resultats reportes ci-dessous peuvent done etre directement compares a ceux obtenus au paragraphe 
7.3. 

Resultats 

Les resultats sont portes sur la figure (7.5) : en trait continu est rappele le spectre de sin¬ 
gularites theorique D rws (h), et les ronds correspondent aux nroyennes TL[Q ws ](h) (gauche) et 
TL[(!^ s .](h) (droite) des transformees de Legendre des estinrees obtenues avec les coefficients do¬ 
minants (Crwj.s-(l)) les coefficients mmto (C™ s (^))- Seule la partie superieure du spectre, celle 
qui est influencee par la presence de singularites oscillantes dans les series d’ondelette aleatoires, 
est tracee. 

Les deux formalismes, bases soit sur les coefficients dominants, soit sur les coefficients mmto, 
fournissent ici des resultats differents, contrairenrent a ce qui est observe pour les cascades d’onde- 
lettes aleatoires, nrais toutefois relativenrent proches. En particulier, il n’est pas possible de deceler 
des comportenrents clairenrent differents, conrnre cela a pu etre fait au paragraphe 7.3 lorsque les 
formalismes multifractals bases sur les coefficients d’ondelette discrets et les coefficients dominants 
etaient compares. 

II est done difficile, seulement a partir de ces resultats, de tirer une quelconque conclusion 
quant-a la conrparaison de ces deux formalismes. Un travail d’etude numerique des performances 
statistiques de ces deux formalismes multifractals a recenrment ete entrepris avec S. Roux, du 
laboratoire de physique de l’ENSL. Les premiers resultats [149] portent seulement sur un processus 
multifractal ’’classique”, les marches aleatoires nrultifractales (cf. l’annexe D), nrais la nrenre etude 
doit etre effectuee sur le processus de serie d’ondelette aleatoire, qui pourra ainsi peut etre trancher 
la question qui vient d’etre soulevee. 
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Fig. 7.5 - Series d’ondelette aleatoires. Trait continu : D rws (h). o : TL[C > 1 rws \(h) (gauche) et 
TL [(Z Si \(h) (droite). 


7.7 Conclusions 

La rnise en oeuvre pratique du fornralisme multifractal base sur les coefficients dominants a 
done ete effectuee, avec la rnise an point de codes infornratiques. C’est un apport important de ce 
travail de these, puisque ce fornralisme, recemment introduit par S. Jaffard [73], n’avait pas ete au- 
paravant mis en oeuvre numeriquement, ni confronts a l’analyse pratique de processus multifractals 
synthetiques [95]. On a done pu numeriquement le caracteriser sur divers exemples de processus 
aleatoires multifractals. 

En comparant les resultats obtenus avec le fornralisme multifractal base sur les coefficients d’on¬ 
delette discrets, il a clairement ete mis en evidence les conclusions suivantes, attendues theoriquement 
d’apres les travaux de S. Jaffard [70, 72, 73]. Le fornralisme multifractal base sur les coefficients 
dominants possede un cadre d’application plus large que le fornralisme multifractal base sur les co¬ 
efficients d’ondelette discrets, puisqu’il s’applique a toutes les fonctions uniformement holderiennes, 
y compris a celles contenant des singularites oscillantes de type chirp. II pernret de plus la nresure 
complete du spectre de singularites de la fonction etudiee. II est alors possible de detecter la presence 
de singularites oscillantes dans les signaux, si les resultats obtenus par les formalismes multifractals 
bases sur les coefficients d’ondelette discrets et les coefficients dominants sont differents, conrme 
c’est le cas pour les series d’ondelette aleatoires. Cette methode ne pernret en revanche pas de 
conclure a 1’absence de singularites oscillantes. 

On vient done de verifier que le formalisme multifractal base sur les coefficients dominants 
est bien un outil plus puissant que le formalisme multifractal base sur les coefficients d'ondelette 
discrets lorsqu’il s’agit d’effectuer l’analyse multifractale pratique de fonctions. 
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Chapitre 8 


Application a l’analyse multifractale 
de la turbulence pleinement 
developpee 


Pour conclure cette partie, nous allons voir comment le nouvel outil precedemment presente, le 
formalisme multifractal base sur les coefficients dominants, peut etre utilise sur des signaux reels, 
issus d’experiences de turbulence pleinement developpee. 

La rnesure du spectre de singularites a partir de donnees experiment ales est un enjeu important 
dans le domaine de la turbulence, car il est l’un des elements principaux de la description theorique 
des signaux de vitesse turbulente, a la suite des travaux de Parisi et Frisch [138] notamment, et a 
suscite de nombreux travaux d’analyse de donnees (se reporter a la reference [58] pour un expose 
de tous ces travaux). Les premiers formalismes multifractals ne permettant que la rnesure de la 
partie gauche du spectre de singularites, il a fallu attendre les travaux d’A. Arneodo et son equipe 
[16, 11, 147] (le formalisme multifractal base sur les coefficients mrnto, cf. l’annexe E) pour avoir 
des result ats sur la partie droite du spectre de singularites des signaux de vitesse. Puisqu’un cadre 
mathematique pour ce formalisme fait encore defaut, il sernble interessant d’appliquer le formalisme 
multifractal base sur les coefficients dominants a des signaux experimentaux de vitesse turbulente, 
afin d’effectuer la rnesure complete du spectre a l’aide d’un outil mathematiquement bien fonde 
comrne on vient de le voir. Cette rnesure va etre effectuee pour certains signaux, rnais il sera aussi 
rnontre que l’usage de cet outil doit etre soigneusement controle. 

De plus, rnalgre plusieurs travaux, essayant soit de detecter la presence de singularites oscillantes 
isolees [67, 81, 32], soit de construire un formalisme multifractal (dit grand-canonique) generalisant 
la notion de spectre de singularites en tenant cornpte du coefficient d’oscillation (3 (cf. le chapitre 
3.3) [15, 12, 13, 14], la presence de singularites oscillantes dans les signaux de vitesse turbulente 
reste une question ouverte. 

a 

8.1 Etude des fonotions de structure 

Pour appliquer les formalismes multifractals, il faut commencer par determiner la garnrne 
d’echelles a l’interieur de laquelle les fonctions de structure se comportent en loi de puissance 
de l’echelle 2 J (on rappelle que les echelles de cette garnrne sont appelees en turbulence pleinement 
developpee echelles inertielles). En effet, c’est a l’interieur de cette garnrne que sera effectuee une 
regression lineaire (dans un diagramme log-log) permettant la rnesure des exposants (y(q) ou ( l v {q)- 
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8.1.1 Fonctions de structure S„(q,j) et S l v (q,j ) 

Les fonctions de structure S$(q,l) et S l v (q,j ), definies dans les chapitres precedents ont ainsi 
ete mesurees sur les deux jeux de donnees ici etudies. Notons enfin que l’ondelette utilisee pour 
1’analyse des signaux tout au long de ce chapitre est l’ondelette de Daubechies avec 3 moments nuls 
(cf. annexe B). 

Donnees ENSL, R\ ~ 380 

Commengons par les donnees de vitesse mesurees dans un jet turbulent de nornbre de Reynolds 
R\ — 380 (cf. le chapitre 2). Sur la figure 8.1 sont portees (a gauche) les fonctions de structure 
d’ordre 1 (moyennees sur les 80 runs experimentaux que composent ce jeu de donnees), basees sur 
les coefficients d’ondelette discrets (S^(l,j)) et sur les coefficients dominants (S l v (l,j)). Notons que 
2 J designe le rapport de l’echelle d’analyse a l’echelle ao = 1 m (done 2 J est directement l’echelle 
d’analyse exprimee en metres). 




Fig. 8.1 - Donnees de l’ENSL, R,\ ~ 380. Droite : log 2 (<S^(1, j)) (□) et log 2 j)) (o) en 
fonction de j = log 2 (a/ao). Gauche : exposants locaux correspondants. 

Deux observations sont a faire. Premierement, on constate bien l’existence d’une gamrne d’echelles 
inertielles, a l’interieur de laquelle se comporte cornrne une loi de puissance. En effet 

Vexposant local , defini en j cornrne la derivee (numerique) de log25)f(l,j) selon j = log 2 (a/ao) : 
log 2 <S'^(l,j + 1/2) — Sy(l,j — 1/2) est raisonnablement constante 1 pour j compris environ entre 
j = —5.5 et j = —2.5, e’est-a-dire sur environ trois octaves. II apparait alors justifie de mesurer un 
exposant ^(1) dans cette gamrne d’echelles. 

En revanche, la fonction de structure S l v (l,j) ne presente pas un tel comportement : la quantite 
log 2 <S'(,(l, j) apparait partout courbee, et il ne sernble pas exister de gamrne d’echelles pour laquelle 
elle soit raisonnablement lineaire, contrairenrent a Sy(l,j). Cela se traduit clairement lorsqu’on 
s’interesse a l’exposant local (figure de droite) : il ne presente pas de ’’plateau” comnre dans le cas 

1 Ainsi log 2 S/(l, j) est lineaire selon j et se comporte done raisonnablement cornrne une loi de de puissance. 
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precedent, et il apparait dangereux de faire l’hypothese d’un comportement en loi de puissance de 
cette fonction de structure, et done de mesurer un exposant £*(1). 

Donnees Modane, R\ ~ 2000 

Interessons-nous desormais aux donnees de vitesse turbulente de Modane, dont le nornbre de 
Reynolds est R\ — 2000 (cf. annexe 2). Les resultats sont presentes sur la figure 8.2. 




j j 


Fig. 8.2 - Donnees de Modane, R\ ~ 2000. Droite : log 2 (5^(1, j)) (□) et log 2 (<S*(1, j)) (o) en 
fonction de j = log 2 d. Gauche : exposants locaux correspondants. 

On retrouve un comportement raisonnablement en loi de puissance pour la fonction de structure 
5^(1, j), depuis l’octave j — —5 jusqu’a l’octave j ~ 0 : l’exposant local y est a peu pres constant. II 
apparait alors justifie d’effectuer une regression lineaire sur cette gamrne d’echelles, ce qui perrnet 
de mesurer les exposants Cfj(q), sur environ 5 octaves 2 . 

La fonction de structure S l v (l,j) se comporte aussi raisonnablement en loi de puissance, rnais 
sur une gamrne d’echelles plus reduite que S l v (l,j) : l’exposant local varie peu (et beaucoup moms 
que celui des donnees ENSL) entre les octaves j — —3 et j — 0. Contrairement aux donnees ENSL 
precedemment etudiees, il apparait ici justifie de definir et de mesurer un exposant ( l v (q ). 

Conclusions 

L’utilisation des coefficients dominants lirnite les comportements en loi de puissance des fonc- 
tions de structure, comrne on pouvait s’y attendre. Les S„(j, k ) exhibent un comportement en loi 
de puissance a partir d’une octave j f l, correspondant au debut de la zone inertielle, et ce n’est 
done qu’a partir de cette octave que les coefficients d’ondelette discrets traduisent le comporte¬ 
ment multifractal des donnees. Or les coefficients dominants sont definis comrne le supremum des 
modules des coefficients d’ondelette discrets d’echelles plus fines (et temporellement voisins, cf. le 
paragraphe 6.1.1). Pour que les coefficients dominants traduisent les comportement multifractal 

2 La zone inertielle est plus grande que celle des donnees ENSL de Reynolds R\ ~ 380. C’est attendu, puisque la 
longueur de la zone inertielle augmente avec le nombre de Reynolds. 
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des donnees, il fait que ce supremum soit pris sur des coefficients d’ondelette discrets traduisant 
eux-memes ce comportement multifractal. Comme les modules des coefficients d’ondelette discrets 
augmentent globalement avec l’octave j (la fonction de structure S$(l,j) est justement la moyenne 
du module de ces coefficients a chaque octave), le supremum a l’octave j est en pratique realise par 
un coefficient d’ondelette discret dont l’octave est j ou legerement plus petit que j : j — 1, j — 2. 
Ainsi, si les coefficients d’ondelette discrets traduisent le comportement multifractal des donnees a 
partir de l’octave jd , les coefficients dominants ne le traduiront qu’a partir de jd + 1 ou jd + 2. En 
particulier, l’octave j; a partir de laquelle les fonctions de structure S l v (q,j) se comportent en loi 
de puissance, sera plus grande d’une unite ou deux que l’octave jd- La garnrne d’echelles ou les 
S l v (q,j) exhibent un comportement en loi de puissance est done plus reduite que celle correspondant 
aux Sy(q,j). 

C’est bien ce que l’on observe sur les donnees de Modane, ou la zone de comportement en loi de 
puissance passe d’environ j e [—5, 0] pour S^(l,j) a j G [—3, 0] pour S l v (l,j). Bien que cette garnrne 
d’echelles soit plus reduite, on peut cependant y effectuer correctement la rnesure des exposants 

C 1(g)- 

En revanche, pour les donnees de l’ENSL, la zone inertielle sernble trop courte : le nornbre d’oc- 
taves necessaires a l’etablissement d’un comportement en loi de puissance des S l v (q,j) est a peine 
plus petit que la taille de la zone inertielle elle-meme : on n’observe alors plus de comportement 
en loi de puissance. C’est pourquoi il sernble dangereux de mesurer des exposants ( l v (q) sur ces 
donnees. On essaiera quand rnerne cette rnesure, entre les octaves j — —4.5 a j ~ —2.5, rnais on 
verra que les result ats obtenus ne sont pas coherents. 

8.1.2 Influence des echelles dissipatives 

A la lumiere de la discussion du paragraphe precedent, on peut se poser la question suivante : 
est-ce qu’il ne faut pas definir les coefficients dominants qu’a partir des coefficients d’ondelette 
discrets correspondant aux echelles de cette rnerne zone inertielle? En effet, on peut penser que les 
echelles plus petites que celles de la zone inertielle, que l’on appelle usuellement echelles dissipatives 
[58], perturbent trop (par Pintermediate des coefficients d’ondelette discrets correspondants) les 
coefficients dominants de la zone inertielle. 

On definit done les coefficients dominants reduits , notes l' v (j,k), de la faqon suivante : si j m i n 
est la plus petite octave de la zone inertielle, on definit pour j > j mm : 

l'v(3,k)= sup \d v (X(j', k'))\, (8.1) 

X(j',k')C3X(j,k) / j'>jmin 

avec les rnernes notations qu’au chapitre 6. Le supremum definissant les coefficients dominants 
ne sera done plus pris sur toutes les octaves plus petites que j, jusqu’a la plus petite octave 
numeriquement disponible jo, rnais seulement jusqu’a l’octave j mm > jo- 

On construit ainsi de nouvelles fonctions de structure, notees S l ( q,j ) et definies pour j > j m * n 
a l’aide de ces coefficients dominants reduits : 


n U) 


sUQ,3) = ^j-xm k » q - 


k =1 


Les fonctions de structure S 1 ’ (1, j) ont ete calculees pour diverses valeurs de j m i n , ainsi que les 
exposants locaux correspondants, et tracees sur la figure 8.3. 
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j j 


Fig. 8.3 - Fonctions de structure ’’classiques” et ’’reduites” (gauche) et exposants locaux 
correspondants (droite). log 2 S l v (q,j) (o) et log 2 <S^ (q, j), pour les donnees de l’ENSL (haut) : 
jmin = jo + 5 (x) et j m i n = jo + 6 (+), et pour les donnees de Modane (bas) : j mm = jo + 4 (x) et 
jmin = jo "F 5 (+). 


On voit clairement que cette modification de la definition des coefficients dominants, avec l’in- 
troduction d’une octave-plancher j mm ne modifie pas Failure des fonctions de structure : des la plus 
petite octave j m i n pour laquelle elles sont definies, les fonctions de structure S l v (l,j) coincident 
quasi-parfaitement avec la fonction de structure classique S l (l,j). On n’obtient pas en particular 
un ’’meilleur” comportement en loi de puissance. 

Cette methode n’apporte done rien, et ne sera pas utilisee par la suite. 
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8.2 Mesure du spectre de singularites 

8.2.1 Methodologie 

Choix de la zone de regression lineaire 

On utilisera done les fonctions de structure Sy(q,j) et S l v (q,j ) pour mesurer les exposants 
Cy(q,j) et ( l v {q,j)- II faut pour cela effectuer une regression lineaire de log 2 Sy' l (q,j) en fonction de 
j = log 2 a Pour les donnees de Modane, les regressions lineaires seront effectuees de l’octave j — —5 
a j ~ 0 pour la mesure de (y(q), et de j ~ — 3 a j ~ 0 pour ( l v (q). 

Pour les donnees de l’ENSL, elles seront effectuees de j — —5.5 a j ~ —2.5 pour (y(q). Bien 
que le bien-fonde de la mesure des exposants (,\,(q) sur les fonctions de structure S l d (q,j) sernble 
discutable, on en effectuera quand-meme la mesure, afin de verifier si l’application du formalisme 
multifractal base sur les coefficients dominants a un sens sur ces donnees. La regression lineaire 
pour les exposants ( l c (q) sera effectuee de j — —4.5 a j ~ —2.5. 

Precisions sur le traitement des donnees 

Une fois la zone de regression lineaire bien definie pour ces signaux experimentaux, on peut 
proceder a la mesure des exposants (v’\q), et done, par applications des formalismes multifractals 
correspondants, aux spectres de singularites Dy ,l (h). 

Les donnees de l’ENSL ( R\ ~ 380) et de Modane ( R\ — 2000) sont traitees de la faqon suivante. 
Les exposants Cv’\q) ont ete mesures sur chacun des 80 runs (contenant chacun environ 2 s echelles 
integrales) pour les donnees ENSL. Les donnees de Modane ont ete decoupees en 64 signaux de 
401408 points, chaque signal contenant environ 2 6 echelles integrales. Les donnees de Modane 
(qui contiennent une seule rnais ” longue” acquisition, d’environ 3100 echelles integrales) ont ete 
prealablement decoupees en plusieurs signaux de longueur egale afin de s’affranchir des effets de 

variabilite : les estimees des exposants Qv'\q) et leurs transformees de Legendre sont des variables 
aleatoires avec une moyenne et un ecart-type : en moyennant sur plusieurs mesures, on ’’gomme” 
les effets d’ecart-type et recupere le comportement rnoyen qui nous interesse. On reviendra sur ces 
considerations dans la partie III. 

Les transformees de Legendre des (v’ l {q) sont alors calculees sur chacun des 80 (donnees ENSL) 
ou 64 (donnees Modane) signaux, puis moyennees, ce qui definit TL[(y ,l ](h). 

8.2.2 Resultats et validite de la mesure 

Les resultats sont reportes dans la figure 8.4 comrne dans le chapitre precedent : on a trace la 
moyenne TL[(v’ l ](h) calculees sur les 80 ou 64 signaux. 

L’utilisation du formalisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette discrets fournit des 
resultats classiques pour la partie gauche du spectre de singularites, pour les deux jeux de donnees, 
et ne sera pas plus discutee. L’utilisation du formalisme multifractal base sur les coefficients domi¬ 
nants donne elle des resultats nouveaux, qu’il convient de discuter. 

Les donnees de Modane se comportent comrne les signaux multifractals synthetiques : la moyenne 
TL[( l v ](h) des transformees de Legendre de („(q) est bien une fonction prenant ses valeurs dans [0,1], 
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Fig. 8.4 - TL[Qj\(h) (□) et TL[C} v \{h ) (o). Donnees de l’ENSL, R\ ~ 380 (haut) et donnees de 
Modane, R\ ~ 2000 (bas). 


et elle limitee par deux points d’ordonnees D ~ 0. On retrouve le merne comportement que celui 
issu de l’analyse de cascades d’ondelette aleatoires (cf. chapitre 7). Cette fonction sernble de plus 
etre symetrique autour de la droite h ~ 0.34. 

En revanche, on observe des resultats incoherents pour les donnees de l’ENSL. En effet, la 

moyenne des transformees de Legendre TL{C} v ](Ji) n’est pas bornee entre 0 et 1. Pour la partie 
gauche, les resultats sont proches de ceux donnes par le formalisme multifractal base sur les coef¬ 
ficients d’ondelette discrets, bien que legerement differents. Par contre, les resultats pour la partie 
droite ne sont pas coherents : la transformee de Legendre diverge et prend des valeurs largement 
negatives. Or des valeurs negatives, obtenues par transformees de Legendre de la moyenne d’expo- 
sants et non sur une realisation particuliere, n’a pas de sens, comrne il sera discute dans la partie 
suivante de ce travail de these : la dimension de Hausdorff definissant le spectre de singularites 
est forcement postive. Le formalisme multifractal base sur les coefficients dominants ne fonctionne 
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done pas pour les donnees de l’ENSL, comme on pouvait s’y attendre, puisqu’on avait deja fait 
remarquer (cf. paragraphe 8.1) que la rnesure des exposants Cl(q) etait pour le moms dangereuse, 
les fonctions de structure S l v (q,j) ne presentant pas vraiment de comportement en loi de puissance. 
II n’est done pas possible d’appliquer le fornralisme multifractal base sur les coefficients dominants 
pour ces donnees. 

Autres donnees 

Deux autres jeux de donnees de vitesse turbulente ont ete analyses de faqon analogue. II s’agit 
de deux experiences de jet turbulent (cf. le chapitre 2), de nornbre de Reynolds R\ — 580 (donnees 
de l’ENSL) et R\ — 3200 (donnees GReC). 

Les donnees ENSL, R\ ~ 580 aboutissent au nrenre resultat que les donnees de l’ENSL, R\ ~ 
380 : la zone inertielle est trop petite, et les fonctions de structure S l v (q,j ) ne se comportent pas 
en loi de puissance, contrairement aux Sf ; (q.j). II n’est done pas possible d’utiliser non-plus le 
fornralisme multifractal base sur les coefficients dominants. 

Pour les donnees GReC, le nornbre de Reynolds R\ — 3200 est a priori suffisant pour pouvoir 
obtenir un comportement en loi de puissance des fonctions de structure S l v (q,j). Mais les resultats 
sur les donnees GReC ne sont pas encore disponibles, a cause du problenre technique suivant. 
La partie droite du spectre de singularites correspond aux exposants CI(q) d’ordres q negatifs. 
Les fonctions de structure S l v (q,j ) associees dependent essentiellement des plus petits coefficients 
dominants l v (j , k) (on rappelle qu’ils sont necessairement positifs) puisqu’elles sont la moyenne 
temporelle de leurs puissances q-iemes. Or les plus petits coefficients d’ondelette discrets, et done 
les plus petits coefficients dominants, sont ceux qui sont le plus affectes par la presence de bruit, issu 
du processus de rnesure, dans les donnees 3 . II faut done effectuer un pre-traitement aux donnees, 
afin d’oter la composant de bruit, a toutes les echelles. Une operation classique de filtrage lineaire 
passe-bas est ainsi inutile, et il faut utiliser des outils plus appropries (par exemple un filtre de 
Wiener). Ce travail n’a pu etre encore effectue. 

Conclusion 

L’usage du fornralisme multifractal base sur les coefficients dominants doit done soigneusement 
etre controle, en etudiant de faqon precise Failure des fonctions de structure S l v (q,j). II ne faudrait 
en particular pas se contenter de detecter la presence d’un comportement en loi de puissance sur 
les fonctions de structure construites a partir des coefficients d’ondelette discrets : S$(q,j), d’en 
deduire une zone de regression linaire, et ensuite appliquer ”en aveugle” le fornralisme multifractal 
base sur les coefficients dominants, en mesurant les exposants ( l v (q) sur la zone de regression lineaire 
precedemment definie. 

8.2.3 Presence de singularites oscillantes ? 

Essayons de voir si les resultats obtenus permettent de detecter la presence de singularites os¬ 
cillantes dans le signal de vitesse de Modane. Conrparons pour cela les resultats obtenus avec les 
deux fornralismes. 

Ces resultats nrontrent que les deux fornralismes fournissent la meme rnesure de la partie gauche 
du spectre de singularites (cf. figure 8.4 en bas a droite), y conrpris dans la partie superieure du 
spectre de singularites. C’est en effet dans cette partie du spectre de singularites que les deux fornra- 
lisnres donnent des resultats differents pour les series d’ondelette aleatoires, ce qui a ete interprets 

3 En effet, si au signal de vitesse est superpose un bruit additif : s = v + b, alors d s (j, k) = d v (j, k) + dh(j, k). 
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comme la signature de la presence de singularity oscillantes dans ce processus (cf. paragraphe 7.3). 

Cette conrparaison ne pernret done pas de detecter la presence de singularity oscillantes. Ce 
n’est pas pour autant qu’elles n’existent pas : de telles singularity peuvent a priori exister sans 
pour autant apporter des contributions donrinantes au spectre de singularity D v (h), comme il a 
ete explique au chapitre precedent (cf. le paragraphe 7.4). 

8.2.4 Comparaisons aux modeles d’intermittence 

En ce qui concerne les donnees de Modane ( R\ ~ 2000), l’utilisation du fornralisnre multifractal 
base sur les coefficients dominants apparait justifiee, et on peut done discuter les resultats obtenus. 
Puisque ce fornralisnre pernret la nresure de la totalite du spectre de singularites du signal de 
vitesse turbulente de Modane, nous pouvons comparer les resultats obtenus aux modeles classiques 
d’intermittence, qui se traduisent par des predictions du spectre de singularites, non seulement sur 
leur partie gauche, nrais aussi pour leur partie droite. 


Modeles d’intermittence 

Les modeles d’intermittence se veulent universels [58], e’est-a-dire valables pour toutes les 
experiences de turbulence pleinenrent developpee, quelle que soit leur nature (jet turbulent, tur¬ 
bulence de grille, ...). Ils respectent en particular la contrainte suivante : l’exposant d’ordre 3 est 
fixe : £„(3) = 1. Cette condition correspond a la loi des 4/5 de Kolmogorov [83], qui stipule que la 
fonction de structure (des accroissements de vitesse) d’ordre 3 est une loi de puissance d’exposant 
1. Cette hypothese ne s’avere en fait valable que dans la limite des nombres de Reynolds infinis, 
et n’est pas verifiee dans le cas des experiences de turbulence, meme pour un nombre de Reynolds 
R\ ~ 2000 comme pour les donnees de Modane, ce qui se traduit par une valeur de l’exposant 
Cv(3) plus petite que 1. Cette discussion fait l’objet de la partie IV. En revanche, il sernble que les 
exposants renormalises par £„(3) (/ 1) : Cv(q)/Cv(3), permettent de s’affranchir de la particularity 
de l’experience (nature : jet, grille et nombre de Reynolds) et offrent un comportement universel, 
e’est-a-dire des valeurs communes pour toutes les experience de turbulence [10] (se reporter a la 
partie IV). C’est d’ailleurs un point de vue tres repandu dans la litterature sur ce sujet. On etudiera 
done ici la transformee de Legendre des exposants (i?' l (q) = (v’ 1 (q) / (v’ 1 (3) et non pas celle de (t’\q ). 


Il y a essentiellement deux modeles d’intermittence [58] pour les fluctuations de vitesse turbu¬ 
lente eulerienne : le modele log-normal, issu des travaux de Kolmogorov et Obukhov [85, 135], et le 
modele de She-Leveque [160, 100]. Le modele log-normal correspond a une expression quadratique 
pour le spectre de singularites : 


D v .ln (h) 


1 - (A S ) - si < h < Cl + y/2C~ 2 

—oc sinon 


( 8 . 2 ) 


ou C\ et C 2 sont deux parametres 4 . Les exposants Q, n (q) correpondants, sont, pour — \J 2/< q < 
^2[C 2 (y/2jC~ 2 - 8.94) 5 : 

Cv,in(?) = Ci y? 2 . (8.3) 

4 Ce sont les deux premiers cumulants du logarithme des accroissements de la vitesse. L’analyse en cumulants 
permet une methode alternative des proprietes multifractales de la vitesse turbulente [58, 51, 42]. 

'La discussion de ces ordres critiques limitant le comportement parabolique non-lineaire des exposants £( q ) fait 
l’objet de la partie III. 
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Ci et C 2 sont lies par la relation C\ = 1/3 + 3C 2 /2 afin d’imposer ( v ,i n { 3) = 1. II n’y a done un 
seul parametre libre, et on utilise usuellement C 2 . Ce parametre (parfois appele parametre d’inter- 
mittence) a fait l’objet de nombreux travaux et mesures [19, 41, 104, 51], et la valeur couramment 
adrnise est : 

C 2 ~ 0.025 ± 0.003, 

ce qui impose C\ = 1/3 + 2>C 2 /2 ~ 0.37. 


L’autre rnodele est du a Z.-S. She et E. Leveque [160, 100], et correspond a une modelisation 
log-Poisson (contrairement a la modelisation log-normale precedente) des accroissements de vitesse 
[52, 161, 35], et aboutit a la prediction suivante, sans aucun parametre libre (on utilise des notations 
introduite dans la partie III) : 

M {h - |) - A 2 (h - |) hi (h - |) - 2 si h+ < h < h~ 

—00 sinon ’ v 


D v ,SL{h) = | 


avec A\ = 3 — 1^, A 2 = et hf ~ 0.162 et /i* ~ 0.694. Les exposants correspon- 

dants sont, pour q~ < q < </+, avec q~ — —5.69 et q+ — 12.36 : 


C v,Sl{q) — ^ + 2 


1 - - 


2 \ 9/3 


3 J 


(8.5) 


Ces deux modeles sont representes sur la figure 8.5. Ils aboutissent a des spectres de singularites 
differents. Le rnodele log-normal offre un spectre de singularites symetrique, alors que celui propose 
par She-Leveque est dissymetrique. De fagon plus precise, les predictions sont differentes essentiel- 
lernent sur la partie droite du spectre de singularites, ou elles different notablement, et coincident 
quasi parfaitement sur la partie gauche de ce spectre. Comrne les methodes ’’classiques” de rnesure 
de spectre de singularites (formalismes multifractals bases sur les coefficients d’ondelette discrets 
ou continus, ou rnerne base sur les accroissements) ne permettent d’obtenir que la partie gauche de 
ce spectre, on comprend tout l’interet qu’il y a a mesurer la partie droite du spectre de singularites 
si l’on veut discriminer entre ces deux modeles d’intermittence. 


Comparaison des resultats aux modeles 

Les resultats obtenus sur les donnees de Modane ( R\ — 2000) sont ici compares aux deux 
modeles d’intermittence que l’on vient de presenter. 


Observons tout d’abord la transformee de Legendre moyenne TL[( l v \(h) (figure 8.5). TL[( l v \(h) 
est bien en disaccord avec les predictions des modeles, comrne on pouvait s’y attendre. En effet on 
rnesure sur ce jeu de donnees : /(,(3) ~ 0.92. 


En revanche, TL[^'J](h) se rapproche bien plus des modeles d’intermittence 6 . Plus precisement, 
la partie gauche du spectre de singularites coincide bien avec les deux modeles (qui, on le rappelle, 
donnent des predictions tres proches pour cette partie du spectre). En ce qui concerne la partie 
droite, ou il est possible de discriminer entre les deux modeles (log-normal et She-Leveque), les 

e Notons que la transformee de Legendre de g(q) = af(q) est reliee a celle de f(q) par TL\g](h) = l+a(TL[f\(ah) — 
1), (min 9 ((/ft — af(q) est obtenu pour h = af'(q), et done vaut : a(qf'(q) — f(q)), e’en est done une version dilatee. 
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Fig. 8.5 - Donnees de Modane, R\ ~ 2000. TL[( l v \(h) (o, gauche) et TL[(' v l ](h) (o, droite). 
Modele log-normal (avec C 2 = 0.025) (trait continu) et modele de She-Leveque (trait discontinu). 

resultats obtenus valident de faqon assez claire la pertinence du modele log-normal a la defaveur du 
modele de She-Leveque : le spectre de singularities est en bon accord avec les predictions du modele 
log-normal, nrais s’ecartent clairement de celles du modele de She-Leveque. Notons d’ailleurs que 
le spectre de singularites rnesure est assez symetrique (autour de h ~ 0.37). 

II est important de preciser que le parametre libre du modele log-normal, C 2 , n’a pas ete ajuste 
afin de coller aux resultats, nrais a ete choisi a C 2 = 0.025, valeur couramment adnrise dans la 
litterature [58, 19, 41, 104, 51]). 

Utilisation du formalisme multifractal base sur les coefficients mmto 

Conrparons ces resultats avec ceux obtenus a l’aide d’un autre formalisme (cf. figure 8.6), le 
formalisme multifractal base sur les coefficients mmto, introduit par A. Arneodo et son equipe 
[16, 11] (cf. l’annexe E), et qui permet, bien qu’il soit rnoins bien fonde mathematiquement que le 
formalisme multifractal base sur les coefficients dominants, d’obtenir une rnesure complete (parties 
gauche et droite) du spectre de singularites. 

L’ondelette continue utilisee est une derivee de gaussienne (cf. l’annexe B), famille d’ondelettes 
habituellement utilisee par l’equipe d’A. Arneodo pour effectuer l’analyse multifractale des signaux 
de vitesse turbulente [16, 11, 147], celle d’ordre trois, qui possede ainsi le nrenre nornbre de moments 
nuls que l’ondelette discrete utilisee (ondelette de Daubechies a trois moments nuls). La zone de 
regression lineaire permettant la rnesure des exposants (™{q) est la nrenre que celle utilisee pour la 
rnesure des £ l v (q) 7 • 

Notons que le problenre, precedemment discute, de la reduction de la taille de la ganrme 

' Puisque deux ondelettes differentes sont utilisees ici (l’ondelette de Daubechies a 3 moments nuls et l’ondelette 
gaussienne a 3 moments nuls), il est necessaire de s’assurer que la regression lineaire soit effectuee sur le meme gamme 
d’echelles. L’echelle associee a une ondelette est connue en determinant la frequence centrale du filtre passe-bande 
associe a cette ondelette [1, 103, 117], et en definissant alors l’echelle de l’ondelette comme l’inverse de cette frequence 
centrale. On peut ainsi ’’recaler” entre elles les echelles associees a chaque ondelette. 


91 




















d’echelles au sein de laquelle sont effectuees les regressions lineaires definissant les exposants, est 
identique avec les fonctions de structure definies a partir des coefficients mmto. Ces dernieres voient 
leur gamrne d’echelles de comportement ’’raisonnablenient” en loi de puissance reduite de la rnerne 
faqon que ce qui est observe avec les fonctions de structure construites sur les coefficients dominants 
(cf. la figure 8.6 ou les exposants locaux des fonctions de structure d’ordre 1 construites a l’aide des 
coefficients d’ondelette discrets, des coefficients dominants, des coefficients d’ondelette continus et 
des coefficients mmto sont reportes). Les donnees de l’ENSL ( R\ — 380 et R\ — 580) ne peuvent 
ainsi pas non plus etre analysees par cette methode. Enfin, le probleme du bruit pour les donnees 
GReC reste le rnerne avec les coefficients mmto. 



Fig. 8.6 - Donnees de l’ENSL, R\ ~ 380. Exposants locaux correspondant aux fonctions de 
structure construites a l’aide des coefficients d’ondelette discrets (□), des coefficients dominants (o), 
des coefficients d’ondelette continus (x) et des coefficients mmto (+). 


Le formalisme multifractal base sur les coefficients mmto ne peut done lui aussi n’etre qu’ap- 
plique aux donnees de Modane, et on ne peut ainsi comparer les formalismes multifractals bases 
sur les coefficients dominants et les coefficients mmto que sur ce jeu de donnees. 

Les deux formalismes (bases sur les coefficients dominants ou mmto) aboutissent a des resultats 
concordants (cf. figure 8.7), mettant tous deux en evidence le caractere raisonnablement log-normal 
du spectre de singularites des signaux de vitesse turbulente . 

Conclusion 

La rnesure de l’ensemble (parties gauche et droite) du spectre de singularites des donnees de 
Modane a ainsi pu etre effectuee, mettant en evidence que celui-ci est tres raisonnablement decrit 
par le rnodele log-normal de Kolmogorov-Obukhov [85, 135], avec la valeur couramment adrnise du 
parametre d’intermittence (C 2 — 0.025). Cette conclusion est coherente avec de precedents resultats 
obtenus par l’equipe d’A. Arneodo [147, 19, 20], qui apportent des preuves en faveur du caractere 
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Fig. 8.7 - Donnees de Modane, R\ ~ 2000. TL[(' v l ](h) (o) et TL[C' v m ](h) . Modele log-normal 
(avec C -2 = 0.025) (trait continu) et modele de She-Leveque (trait discontinu). 

log-normal du spectre de singularites de la vitesse turbulente. Notons enfin que les tres recents 
travaux de L. Chevillard [42] nrontrent que l’hypothese d’un spectre de singularites log-normal 
pernret une tres bonne description des signaux de vitesse turbulente, y conrpris pour les echelles 
dissipatives (de l’ordre de l’echelle de Kolmogorov, cf. l’annexe A). 

8.2.5 Conclusions et perspectives 

Resumons tout d’abord les conclusions auxquelles les resultats presentes dans ce chapitre abou- 
tissent. II a tout d’abord ete nrontre que l’utilisation du formalisme multifractal base sur les co¬ 
efficients dominants devait etre soigneusenrent controlee : lorsque la zone de regression lineaire 
permettant la nresure des exposants (la zone inertielle) est trop courte, les fonctions de structure 
construites a l’aide des coefficients dominants ne se conrportent plus en loi de puissance, alors 
que celles construites a l’aide des coefficients d’ondelette discrets exhibent un tel conrportenrent. 
L’application du formalisme multifractal base sur les coefficients dominants n’a alors pas de sens, 
nrenre si l’usage du formalisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette discrets sernble rai- 
sonnable. 

De plus, la conrparaison des resultats fournis par les formalismes multifractals bases sur les 
coefficients d’ondelette discrets et sur les coefficients dominants peut permettre la detection de 
singularites oscillantes, comme on l’a vu an chapitre precedent. Cette nrethode ne peut en revanche 
pas conclure a l’absence de telles singularites. On a nrontre que cette conclusion s’appliquait aux 
donnees de Modane. II n’a pas ete detecte des singularites oscillantes, nrais de telles singularites 
peuvent toutefois exister sur des ensembles suffisamment ’’tenus” (au sens de la dimension de Haus- 
dorff), pour ne pas affecter le spectre de singularites D v (h). 

Enfin, la nresure de l’ensenrble (parties gauche et droite) du spectre de singularites des signaux 
de vitesse de Modane nrontrent que ces donnees sont correctenrent decrites par un nrodele log¬ 
normal pour le spectre de singularites. 

Le formalisme nrultifractal base sur les coefficients dominants n’a ete applique avec succes que 
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sur un seul jeu de donnees, celui de Modane. II convient done de poursuivre ce travail d’analyse sur 
d’autres signaux de vitesse turbulente, en s’affranchissant de tous les problemes pratiques inherents 
a l’utilisation du formalisme multifractal base sur les coefficients dominants, afin de consolider les 
resultats precedents. 
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Troisieme partie 

Analyse multifractale pratique : 
effet de linearisation et ordres 

critiques 
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L’analyse multifractale de signaux, qu’il s’agisse de densites ou de fonctions, est realisee en 
pratique a l’aide de formalismes multifractals, par exemple ceux presentes dans la premiere partie 
de ce memoire pour les fonctions. Tous les formalismes multifractals reposent sur la rnesure d’ex- 
posants C p {q) (la notation p designant indifferemment les coefficients d’agregation, les coefficients 
dominants, etc ...) relatifs a des fonctions de structure S p (q,j), a partir desquels le spectre de 
singularites est deduit par une transformee de Legendre. L’analyse multifractale pratique repose 
done essentiellement sur l’estimation de ces exposants. II apparait alors interessant d’essayer de 
caracteriser numeriquement les estimateurs utilises (notes C p (q)) pour effectuer la rnesure de ces 
exposants, afin d’en proposer un usage bien controle. 

Plus precisement, il va s’agir ici de repondre a la question suivante : etant donne un signal, de 
resolution et de nornbre d’echelles integrates fixes, a quel resultat doit-on s’attendre pour l’estima- 
tion des exposants ( p (q) des fonctions de structure? Un raisonnement trop rapide et aboutissant 
a un resultat faux, l’identification des exposants ( p (q) et de la fonction ip(q) caracterisant les pro- 
prietes multifractales du processus etudie (cf. l’annexe D), est assez repandu dans la litterature sur le 
sujet. Une caracterisation numerique des estimateurs C p (q)i effectuee a l’aide d’un grand nornbre de 
realisations independantes du processus de cascade de Mandelbrot canonique (chapitre 9), rnontre 
que les exposants ( p (q) ne s’identifient avec ip(q) que sur une gamrne restreinte d’ordres q, limitee 
par un ordre critique qf (en se limitant aux ordres q positifs). Au dela de cet ordre critique, les 
estimateurs adoptent un comportement lineaire en fonction de q : e’est Yeffet de linearisation (cf. 
le chapitre 9). Ce constat numerique est en parfait accord avec les resultats exacts obtenus sur les 
estimateurs par Molchan [119, 120] et Ossiander et Waymire [136, 137], dans la lirnite asymptotique 
de realisations de cascade de Mandelbrot canonique infiniment longues. 

L’effet de linearisation est decrit dans [119, 120, 136, 137] pour le processus de cascade de Man¬ 
delbrot canonique, et il est alors naturel de se demander s’il est seulement propre a ce processus. 
II est rnontre que l’effet de linearisation s’etend a l’analyse de tous les processus multifractals, a 
l’aide d’une caracterisation systematique sur un large panel de processus multifractals synthetiques 
(de type densite ou fonction), en utilisant divers formalismes multifractals (chapitre 10). De plus, 
puisque les resultats theoriques [119, 120, 136, 137] sont des resultats asymptotiques, valables dans 
la lirnite de realisations infiniment longues, l’etude des dependances de l’effet de linearisation avec la 
resolution et la duree (exprimee en nornbre d’echelles integrates) necessairement finies des signaux 
etudies est effectuee (paragraphe 10.3). Il est ainsi rnontre que l’effet de linearisation n’est pas du a 
un defaut de statistique, rnais est au contraire une propriete intrinseque de l’analyse multifractale 
des processus. 

L’effet de linearisation est essentiellement caracterise par l’ordre critique q£, dont la valeur se 
deduit de la connaissance de la fonction ip(q) associee aux processus multifractals synthetiques (cf. 
l’annexe D). Cependant, lors de l’analyse de signaux reels, par exemple issus d’experiences phy¬ 
siques, cette fonction n’est pas connue, et il est done necessaire de disposer d’un outil pour estimer 
la valeur de l’ordre critique. Un estimateur est ainsi construit (paragraphe 10.5) et numeriquement 
valide dans un certain nornbre de situations. Enfin, l’extension de l’effet de linearisation pour les 
valeurs negatives de l’ordre q est discutee au paragraphe 10.6. 

Au chapitre 11 est ensuite decrite la generalisation de l’effet de linearisation au cas des signaux 
definis non plus sur R, rnais sur R d , avec d > 1. Une question de grande importance pratique emerge 
alors : qu’advient-il de l’effet de linearisation lorsque l’on n’a acces seulement a des signaux definis 
par une coupe geometrique du processus etudie? Cette situation est courante : par exemple, la 
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plupart des experiences de turbulence permettent d’acceder a des profils spatiaux de vitesse a une 
dimension, alors que le phenomene de turbulence evolue lui dans l’espace (i.e. M 3 ). Cette question 
est abordee elle-aussi numeriquement (paragraphe 11.2), et rnontre qu’il n’est possible d’obtenir 
qu’une information restreinte sur les proprietes du processus, lorsque celui-ci n’est connu qu’a tra¬ 
vel's des coupes ( eff'et de coupe). 

Enfin, tous ces resultats sont appliques a 1’analyse de signaux reels : des signaux de vitesse 
turbulente a une dimension, et des signaux de dissipation a trois dimensions (chapitre 12). II est 
ainsi rnontre que l’effet de linearisation est observe sur ces donnees exactement de la rnerne fagon 
que sur les signaux multifractals synthetiques. L’ordre critique est en particular estirne pour les 
donnees de vitesse turbulente, et l’effet de coupe observe pour les signaux de dissipation. 
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Chapitre 9 


Effet de linearisation et ordre critique 


Les estimateurs des exposants d’echelles des fonctions de structure sont tout d’abord precisement 
definis dans le premier paragraphe de ce chapitre. L’analyse multifractale d’un processus de cascade 
de Mandelbrot canonique (cf. annexe D) est ensuite effectuee de faqon approfondie, en situant 
ces resultats par rapport a la litterature sur ce sujet. Sont alors definies les notions d’effet de 
linearisation et d’ordre critique. 

9.1 Estimations des exposants ((q) 

Notations 

Soit Xj une realisation du processus aleatoire multifractal etudie. Apres avoir calcule les co¬ 
efficients multi-resolutions utilises : coefficients d’agregation, coefficients d’ondelette discrets ou 
continus, coefficients dominants ou coefficients mrnto (cf. les chapitres 5 et 6 et les annexes C et 
E), que l’on notera indifferemment pxi(j,k), on construit les fonctions de structure : 

n(j) 

SxM’fi = LEA (9-1) 

n{J> k =l 

ou n(j ) est toujours le nornbre de coefficients pxi(j, k) disponibles a l’echelle 2L 


Zone de regression lineaire 

En pratique, les signaux analyses sont echantillonnes, et possedent une resolution (cf. l’annexe 
D) r non-nulle r > 0. Les coefficients multi-resolutions utilises ne sont ainsi disponibles qu’a partir 
d’une echelle minimale 2 J, °. On posera par convention jo = 1 1 . Les fonctions de structure S p x \q,j) 
ne sont ainsi connues qu’a partir de l’octave jo- 

Pour mesurer les exposants ( x (q) a partir des fonctions de structure S x _(q,j), il n’y a done pas 
de sens a utiliser directement la formule (6.6) par exemple, puisque definie a partir du comportement 
asymptotique pour les echelles 2 J tendant vers 0 des fonctions de structure. Cependant, si les 
processus etudies sont invariants d’echelle au sens large (cf. paragraphe 1.2.3), le comportement 

1 Notons que dans le cas des coefficients d’ondelette discrets, Talgorithme de Mallat [103] (cf. l’annexe B) permettant 
leur calcul ne devient exact qu’a partir de quelques (deux ou trois) iterations, e’est-a-dire que les coefficients calcules 
correspondent bien aux coefficients d’ondelette discrets qu’a partir de l’octave j = 2 ou j = 3. 
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en loi de puissance definissant l’exposant CxXq) n ’est pas seulement valable dans la limite —> 0, 
mais est valable sur toute une gamme d’echelles, c’est-a-dire de l’echelle la plus petite accessible et 
jusqu’a l’echelle integrale 2 Ji , definie dans l’annexe D. II existe alors une gamme d’echelles [2 JI ' r . 2 Ji ], 
avec j r > jo et j t < Ji, a l’interieur de laquelle les fonctions de structure S x .(q,j) se comportent 
en loi de puissance : 

jr <j< jr, S P Xt (q,j ) ~ Cgtf&i®. 

L’exposant CxXq) peut ainsi etre rnesure en pratique a l’aide d’une regression lineaire dans un 
diagramme log-log (i.e. log 2 S x _(q,j) en fonction de j = log 2 a, ou a est l’echelle), a l’interieur de 
la zone de regression lineaire [ji, J 2 ] comprise dans la gamme \j r ,ji\- Le choix exact de j\ et jj 2 
n’est pas discute dans ce memoire, sauf lorsque celui-ci est delicat, par exemple sur des donnees 
experimentales (cf. le paragraphe 8.1). 

Definition 

On utilise une regression lineaire non ponderee afin d’effectuer la rnesure de (q) . II faut 
d’abord construire les quantites suivantes : 

j Y x i (q,j) = l° Z2 sV Xi {q,j) 

\ = aV6C S m = YjjL jl j m 

On definit alors l’estimateur CxX q) de l’exposant C\Xq) P ar regression lineaire non-ponderee 
de Y p (q,j) en fonction de l’octave j : 


CxM) = XJ uWYxM’j) ( 9 - 2 ) 

3 = 3 1 

Notons que la question d’utiliser une version ponderee de la regression lineaire a ete abordee 
dans [38], mais l’estimateur ainsi construit ne sernble pas plus performant statistiquement 2 , et il 
ne sera utilise dans ce travail de these que des regressions lineaires non-ponderees. 

9.2 Mise en evidence de l’effet de linearisation 

Nous allons dans ce paragraphe soigneusement effectuer l’estimation des exposants CXmc(Q), 
bases sur les coefficients d’agregation, du processus de cascade de Mandelbrot canonique. 

9.2.1 Les cascades de Mandelbrot canoniques 

Les cascades de Mandelbrot canoniques sont definies de maniere iterative a l’aide d’une cascade 
multiplicative, ce qui aboutit a l’expression, pour une resolution r = 2~ J fixee correspondant a J 
iterations (cf. annexe D) : 

Qr(t) = n w jtk , 

j=l..J,k/te\(j,k) 

2 Ce resultat peut s’interpreter de la fagon suivante : pour effectuer une regression lineaire ponderee, il ne faut 
pas seulement utiliser la valeur moyenne YJ. ( q,j ), mais la ponderer par un ecart-type. Cet ecart-type est issu d’une 
estimation, necessairement entachee d’erreur. On rajoute ainsi une source d’erreur a l’estimation de l’exposant, qui 
compense, dans les situations usuelles, le gain theoriquement obtenu en ponderant les Y^.(q,j). 
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oil A(j, k) est toujours l’intervalle dyadique : A (j,k) = [2 q k. 2 J (k + 1)[. On peut montrer de faqon 
intuitive que ce processus est invariant d’echelle (au sens large, cf. le paragraphe 1.2.3), c’est-a-dire 
que ses moments statistiques d’ordre q se comportent cornrne des lois de puissance de l’echelle, et en 
deduire, toujours de faqon intuitive, une expression pour les exposants Ccmcio)- On va voir, et c’est 
une des motivations de ce travail de these, que ce raisonnement n’est pas valable pour tous les ordres 
q. Des mathematiciens ont en effet rnontre au cours des dix dernieres annees que ce raisonnement 
intuitif est errone, en realisant le calcul exact des exposants Ccmcio) [45, 57, 119, 136, 137]. 

Raisonnement intuitif 

Ce raisonnement intuitif est le suivant. Pour une resolution donnee r = 2~ J , la masse contenue 
dans l’intervalle de taille r autour d’une date t est : rQ r {t). Les moments statistiques de rQ r {t ) 
s’ecrivent (E note l’esperance mathematique, c’est-a-dire la moyenne sur les realisations du proces¬ 
sus) : 

E (rQ r (t)) q = E I r J] W jtk J = r q E J] W] k 

E (rQ r (t)) q = r q J] EW q k , 

j=l..J,k/teX(j,k) 

puisque les Wj^ sont independants. Les Wj t k etant tous des realisations de la rnerne variable aleatoire 
W, on a alors : 

E {rQ r {t)) q = r q (EW q ) J = r q 2 JXo ^ wq = r~ lo ^ wq+q . 

On a done : 

E(rQ r {t)) q = r ' Pcrnc ^ q \ 

avec fpcmc(o) = —log 2 E!L 9 + q. ce qui decrit le comportement des moments statistiques de rQ r (t ) 
selon la resolution r. 

Jusque la, tout ce qui a ete ecrit est exact. Ce n’est cependant pas ErQ r (t), que l’on mesure, 
rnais les coefficients d’agregation de la densite a resolution ro : aQ ro (j,k). La densite est done 
construite jusqu’a l’echelle de resolution ro, puis est analysee par agregations successives. Comrne 
la cascade n’est pas exactement conservative, rnais seulement conservative en moyenne, les quantites 
2roQ2r 0 {t) et aQ ro {j = 2 ,k) sont en particulier differentes. Si ro = 2~ J et si k\ est impair, alors 
Wjft i et Wj t ) Cl + 1 correspondent a l’etape de division d’un rnerne intervalle dyadique A j-i^+d/ 2 - 
Pour que ciQ ro {j = 2, ki) = 2roQ2r 0 (t = (k\ + l)/2), il faudrait que les etapes de construction et 
d’analyse (par agregation) soient les exactes reciproques l’une de l’autre. L’operation d’agregation 
affectant la masse Wj^ + Wj^+i a l’intervalle \j- 1 ^+ 1)121 H faudrait alors que le processus de 
construction repartisse de faqon exacte la masse entre les deux sous-intervalles dyadiques et 
Aj^+i, ce qui revient a imposer Wj^ x + Wj^+i = 2. Or, puisque les Wj^ sont des realisations 
independantes de la variable aleatoire W, on a au contraire Wj ^ + Wj^+i / 2, et seulement 
E(lL'j,fc 1 + 1-Lj.fc, + 1 ) = 2. Le raisonnement consistant a identifier de faqon intuitive les deux objets 
s’avere ainsi faux 3 . 

Conclusion 

Ce raisonnement conclut a l’egalite, pour tous les ordres q, des exposants Ccmcid) de la fonction 
c Pcmc{q )• Par exemple, si la loi utilisee pour les multiplicateurs W est une loi log-normale (cf. annexe 

3 Schertzer et al. [152] denomment d’ailleurs les deux objets cascades nue et habillee. 
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D), on obtiendrait : Ccmc(q) = wzg(l —< 7 )+< 7 , e t done une fonction strictement concave et de courbure 
toujours non-nulle (Ccmc(q) — —mq 2 pour q —> ±oo). On aurait en particulier un comportement 
non lineaire des exposants Q mc (q) P our tout ordre q > 0. L’analyse qui va etre effectuee montre 
que ce n’est pas vrai, conformement a ce qui est montre dans [45, 57, 119, 136, 137]. 

Remarque 

Notons que si l’on impose la condition de conservation exacte de la masse (cascades parfois 
appelees microcanoniques) : + W'j.fc,+i = 2, e’est-a-dire que seulement un coefficient Wj^ sur 

deux est tire aleatoirement, et que l’on effectue le calcul precedent, qui est alors valide, les quantites 
C x(q) e t fx(q) s’identifient. Le calcul de C\{q) aboutit alors a des comportements lineaires selon 
q pour q > g+, conrnre il est montre sur le cas de densites binonriales au paragraphe 9.3.2. 

9.2.2 Methodologie 

N r g a i = 1000 realisations independantes (notees cmci , avec i = 1..1000) du processus de cascade 
de Mandelbrot canonique ont ete synthetisees, avec une loi log-normale pour les multiplicateurs W. 
ce qui donne pour la fonction ip C mc(q) (cf. annexe D) : 

<Pcmc(q) = mq( 1 -q) + q. 

On choisit m = 0.1125 ici 4 . La resolution et le nornbre d’echelles integrales de chaque realisation 
sont : r = 2 -15 et N, int = 2 5 . ^ 

Sur chacune des realisations cmci est applique l’estimateur (f“ TOC (q). La nroyenne de ces estimees 

sur les N r g a i realisations est notee Ccmc (^)- 

Notons enfin que l’on ne s’interessera dans ce chapitre qu’aux valeurs positives de l’ordre q : 
q > 0. La question des ordres q negatifs sera abordee dans le chapitre suivant. 

9.2.3 Exposants C c a mci (<?) 

Resultats 

Sur la figure 9.1 sont traces les resultats de la nresure des exposants C cmc (q) pour une realisation 

(gauche), cinq realisations (milieu) et la nroyenne C“ mc .(g) des CSnc-CoO sur l es N real = 1000 
realisations synthetisees. 

Pour la nresure des exposants £“ mc .(g) sur une seule realisation, le constat suivant s’inrpose : 

pour les faibles valeurs de l’ordre q, e’est-a-dire environ 0 < q < 2, l’estinrateur Ccmci(q) fournit un 
resultat proche de ip C mc{q)- En revanche, pour les grandes valeurs de l’ordre q. i.e. q > 4, l’estima¬ 
teur Ccmci(q) fournit un resultat lineaire selon l’ordre q. 

Lorsqu’on compare les resultats obtenus sur diverses realisations, on observe le nrenre compor¬ 
tement : l’estimateur £“ mc ,(g) fournit pour chaque realisation cmci une bonne nresure de (f C mc{q ) 
pour 0 < q < 2 : 

o < q ^ 2, C c a mci (^) - <Pcmc(q), 

et adopte un comportement lineaire au dela de q = 4. Le comportement lineaire pour q > 4 n’est 
pas le nrenre pour chaque realisation : puisque l’on etudie les realisations d’un processus aleatoire, 

4 Cela correspond au modele log-normal d’intermittence de la dissipation turbulente avec la valeur admise du 
parametre d’intermittence [58]. 
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Fig. 9.1 - Cascades de Mandelbrot canoniques. Exposants Qma (?) : 1 realisation (gauche), 
5 realisations (milieu) et C cmc nroyenne sur les N r g a i = 1000 realisations independantes des 

Ccmci ( 9 ) (droite). Trait continu : <^ C mc(<7) - Trait en pointille : comportement lineaire asymptotique. 

les exposants £“ mc ,(g) caracterisant ces realisations sont des variables aleatoires, et en particulier : 

<? > 4, Q mc .{q) ~ at + fitq, 

oil at et fit sont deux variables aleatoires definissant le comportement lineaire (aleatoire) des 
exposants Q rnCi (q) pour q > 4. 

Enfin, lorsque l’on nroyenne ces resultats sur l’ensemble des N rf z a i realisations synthetisees, on 

obtient bien sur un comportement nroyen analogue. Pour 0 < q < 2, Qcmc (q) fournit une bonne 
rnesure de c p cmc {q) : _ 

QmcM) - <Pcmc{q), 

nrais s’en ecarte brutalement pour les ordres q plus grands (q > 4), et adopte un comportement 
lineaire : _ _ 

Ccm Ci (<?) ^ at + (3tq, 

on at et fit sont les nroyennes statistiques des variables aleatoires at et fit- On trouve ici : 
at — 0.99 et fit — 0.49. 

Fonctions de structure 

Avant de poursuivre, procedons a quelques verifications. Montrons tout d’abord que les fonctions 
de structure d’ordre quelconque (i.e. 0 < q < 2 ou q > 4) sont bien des lois de puissance, et que 
done la rnesure de leur exposant est bien pertinente. Sur la figure 9.2 sont tracees les nroyennes sur 
les Nreal = 1000 realisations de log 2 Sf mc .(q, j), pour q = 2, 5 et 10. 

On nrontre done bien que la rnesure des exposants Ccma > effectuee ici de l’octave j\ = 5 a l’octave 
j )2 = 14 a bien un sens, y conrpris pour les ordres les plus eleves (i.e. q = 10) : ces exposants 
caracterisent bien un comportement en loi de puissance des fonctions de structure, nrenre pour 
q = 10. 
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Fig. 9.2 - Cascades de Mandelbrot canoniques. Moyennes de log 2 S^ mc .(q, j) sur les N r ^ a i = 
1000 realisations independantes, en fonction de l’octave j, pour q = 2 (gauche), q = 5 (milieu) et 
<7 = 10 (droite). 


Convergence des exposants Q'mc, 

Verifions maintenant que la moyenne £“ mc .(g) des exposants Ccmc a bien un sens, c’est-a-dire 
qu’elle a ete prise sur un nornbre suffisant de realisations independantes cmci. Pour cela, la moyenne 

Ccmc ( ( j) a ®te calculee sur un nornbre croissant de realisations, pour N r g a i variant de 1 a 1000 (cf. 
figure 9.3). 



Fig. 9.3 - Cascades de Mandelbrot canoniques. Moyennes ^“ mc ,(g) en fonction du nornbre de 
realisations independantes utilisees, avec N r< z a i variant de 1 a 1000, pour q = 2 (gauche), q = 5 
(milieu) et q = 10 (droite). 


II est ainsi rnontre que la moyenne Ccma(q) ^ es estimateurs Ccmc, a ete calculee sur un nornbre 
suffisant de realisations, et qu’elle a done bien un sens, rnerne pour la valeur la plus elevee de l’ordre 
q utilisee, q = 10. Cette verification est importante, car le nornbre de realisations independantes 
necessaires pour pouvoir estimer correctement les moments d’ordre q augmente avec q. 

Les resultats ici presentes ne souffrent done pas d’un defaut de convergence statistique, et les 
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faits observes (par exemple le comportement lineaire des exposants pour q > 4) ne peuvent etre 
imputes a un defaut de statistique. 

9.2.4 Transformee de Legendre 

Etudions desornrais ces resultats sous un autre point de vue, en traqant les transformees de 
Legendre 5 TL[Q mc .\(h) des exposants (i mCi {q), a i ns i que la nroyenne des TL[Q mc .\(h) sur les N r ,s a i = 
1000 realisations (cf. figure 9.4). 



Fig. 9.4 - Cascades de Mandelbrot canoniques. Transformees de Legendre TL[Q mc .\(h) 

des exposants Qma(q) : 1 realisation (gauche), 5 realisations (milieu) et nroyenne des TL[Q mCi ](h) 
sur les N r £ a i = 1000 realisations (droite). Trait continu : transformee de Legendre de <p C mc{q )• 

La transformee de Legendre traduit les resultats observes sur les exposants C Sma(q) de la fa§on 
suivante. Dans sa partie superieure, pour environ D > 0.5, la transformee de Legendre d’une 
estinree C cma(q) coincide assez bien avec la transformee de Legendre de la fonction <f C mc(q)- En 
revanche, elle est arretee assez brutalenrent par un point d’accumulation. En effet, puisque la 
transformee de Legendre d’une droite est un point, la partie lineaire de l’estinree Ccmci(q) pour 

q > 4, Ccmc,^) — oit + /3tq , se transforme en un point d’accumulation pour sa transformee de 
Legendre (figure de gauche) : 

(h,TL\^ 

On observe ainsi un point d’accumulation pour chacune des transformees de Legendre des estimees 
Qcmcjq) (figure du milieu). Les coordonnees ( ht,Dt ) de ces points d’accumulation varient d’une 
realisation du processus aleatoire a l’autre, et sont des variables aleatoires. En utilisant la definition 
de la transformee de Legendre, on rnontre alors facilement que les variables aleatoires af , fit■, hf 
et Dt sont reliees entre elles par les relations : 

Dt = 1 - at, ht = (3t. 

Enfin, la nroyenne des TL[Q mCi \(h) sur les N rf s a i = 1000 realisations se comporte elle-aussi de la 

nrenre faqon : elle se ternrine brutalenrent par un point d’accumulation, de coordonnees (ht,Di), 

5 On rappelle que la transformee de Legendre TL[f](h) de la fonction f(q ) definie sur R est : TL[f)(h) = 1 + 
mh\ q (qh — f{q))- Si / est definie sur R d , sa transformee de Legendre est : TL[f](h ) = d + min q (qh — f{q))- 
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avec Dt — 0.01 et Pt — 0.49. Cela est bien coherent avec les moyennes obtenues sur les variables 

aleatoires at et fit {®t — 0.99 et /3t — 0.49), puisque ces moyennes sont, de la merne fagon que 
precedemment reliees entre elles par les relations : 

Dt = 1 - at, ht = Pt- 


9.2.5 Effet de linearisation 
Verifications complementaires 

Notons tout d’abord le constat suivant. En effectuant la merne analyse pour d’autres valeurs 
du parametre m entrant dans la definition de la fonction <p C mc{q) = q + mq( 1 — q), on aboutit 
toujours au rnernes resultats que ceux decrits dans les paragraphes precedents. On note de plus le 

resultat interessant suivant : on obtient en pratique toujours at — 1 , et done Dt — 0, tandis que 

les moyennes fit et ht varient selon la valeur de m. Les valeurs de at et de Dt semblent done 
independantes de la fonction (p C mc utilisee. 


Ordre critique qt 

La transition entre les deux regimes (~ <f C mc(q ) et ~ 1 + Ptq) sernble assez brutale (cf. figure 
9.1, a droite), elle s’effectue pour une valeur bien definie de l’ordre q, que l’on appellera ordre cri¬ 
tique et que l’on notera qt- 


Puisque le graphe de la fonction C“ mCi (g) ne sernble pas avoir de rupture de pente, et que le 
comportement est lineaire aux grands ordres, il est naturel de proposer la definition geometrique 

suivante pour l’ordre critique : e’est la valeur de q pour laquelle la tangente au graphe de Qmc -(?) 


passe par le point (0,1). Comrne Ccmc tl) coincide avec la fonction ip C 7 nc{q ) jusqu’a cet ordre critique, 
le definition precedente s’exprime de la merne fagon avec <f C mc(q)- Cela se traduit analytiquement 
par : 

Qt / 1 + qt v'cmMt) = VcmMi) (9.3) 

Pour le processus de cascade de Mandelbrot canonique ici utilise, l’ordre qt ainsi defini se calcule 

facilement : _ 

1 


g* = \ — ~ 2.98, si m = 0.1125, 

V m 

valeur qui sernble bien coherente avec les resultats numeriques obtenus (cf. figure 9.3). 


On obtient de plus une expression pour la moyenne /3* 


Pt = v'cmMt), 

puisque, selon cette definition geometrique, le comportement lineaire asymptotique prolonge la tan¬ 
gente a <fcmc{q) en q = qt ■ On verifie que cette definition est bien coherente avec la valeur obtenue : 

Pt — 0.49. 
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Verifions que cette definition de l’ordre critique qt caracterise bien la transition entre les deux 
comportements de l’estimateur Q mCi (q) : Q m ,cJ ( l) - VcmM) pour q < q+ et Q mCi (q) ^ at + fitq 
avec at — 1 pour q > qt . On definit pour cela le nornbre q c . qui offre une quantification de l’ordre 
pour lequel 1’estimateur C“ mc ,(g) passe du comportement ~ ip C mc(o) au comportement lineaire 
— a *~ + Ptq = L“ mc .{q) : 


Qc / 


Ccmai^c) fcmc(qc) 


C cmci (l/c) L 


a 

cmcr 


{q c 


(9.4) 


Le comportement lineaire L“ mc (q) est estirne par une regression lineaire de Q mc {q) pour 

Qas < q < qMi ou qu est l’ordre maximal pour lequel les £“ mc ,(g) ont ete calcules, et q as est un 
ordre qui est juge suffisamment grand pour que l’intervalle [q as -, qivi\ caracterise bien le comporte¬ 
ment lineaire de £“ mc .(g). 


On choisit en pratique ici q as = 8, et les deux distances 
sont alors tracees sur la figure 9.5. 


Comet {q) Vcmciq) 


et 


Ccmci {q) Lcmci ( O) 


0.6 


0.4 


0.2 


0 



0 2 4 6 8 1C 


q 


Fig. 9.5 - Cascades de Mandelbrot canoniques. 

C cmcAq) ~ L cmcXq ) (trait tiret-tiret). 


Ccmci ( q ) fcmc{q) 


(trait point-tiret) et 


Le nornbre q c precedemment defini vaut ici : qc — 3.0F0.1 6 a comparer a qt — 2.98, ce qui tend 

a montrer que la transition entre les deux comportements de Q mc (q) s’effectue bien pour q = qt- 
On remarque aussi sur la figure 9.5 le caractere brutal deja souligne de la transition entre les 

deux comportements de la moyenne QmcXq) d es estimateurs. 

6 L’incertitude vaut ±0.1 car les C“me, (?) ont ete calcules pour des valeurs de l’ordre q espacees de 0.1. 
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L’effet de linearisation 

On peut done rassembler tous ces resultats precedents sous une forme unique suivante : 

la moyenne de I’estimateur des exposants Ctmc(q) P^sse d’un regime ou elle mesure <p C mc{q) d 
un regime de comportement lineaire selon I’ordre q. 


La transition entre ces deux regimes sernble de plus s’effectuer de faqon brutale (cf. figure 
9.1), ce qui arnene a definir un ordre critique qt auquel s’effectue cette transition (cf. paragraphe 
precedent). On reecrit alors les resultats precedents selon : 


C a 

S err 


M) 


<Pcmc(q ) Si 0 < q < q+ 

1 + V'cmc(qt)q si q>qt 


(9.5) 


le symbole —► denotant la lirnite de la moyenne pour un nornbre infini de realisations du processus 
aleatoire de cascade de Mandelbrot canonique. On rappelle que qt est defini selon : 


qt / i + qt v’cmMi ) = Vcmciqt ) • 


Le comportement qui vient d’etre decrit de l’estimateur des exposants Q mc (q) sera denomme 
dans ce memoire effet de linearisation. 


Commentaire 

L’estimateur “ des exposants des fonctions de structure construites sur les coefficients 
d’agregation ne converge done pas en moyenne vers la fonction ^ cmc (</), cornrne un raisonnement 

intuitif trop rapide pourrait le laisser penser. La moyenne Ccm Ci (q) ne converge en fait vers (p C mc{q ) 
que pour une garnrne reduite d’ordres q : q G les estimateurs adoptent un comportement 

lineaire en fonction de q pour q > q+. 


Remarque concernant la divergence des moments statistiques 

II sernble necessaire a ce stade-la de l’expose de preciser le point suivant. L’effet de linearisation 
est parfois (par exemple dans [158]) explique comrne etant du a une divergence des moments 
statistiques (e’est-a-dire la moyenne prise sur l’ensemble des realisations du processus aleatoire 
etudie) des coefficients d’agregation de la densite etudiee. En effet les fonctions de structure, puisque 
definies comrne les moyennes temporelles de la puissance q-ierne, offrent une estimation des moments 
statistiques (e’est une hypothese d’ergodicite). 

II est rnontre dans [78] que les moments statistiques de la mesure associee (cf. l’annexe C) au 
processus de cascade de Mandelbrot canonique sur n’importe quel intervalle [t. i, 1 2 ] sont convergents 
jusqu’a l’ordre q^, defini a partir de la fonction (p C mc(q) selon : 

q d = sup{<? > 1 / <Pcmc{q) > !}• (9.6) 

Dans le cas de la cascade de Mandelbrot canonique log-normale, on rnontre facilement que 
qd = 1/m ~ 8.89 si m = 0.1125. On a done en particulier q d > qt■ 

Ce resultat est en fait general, et est du a la propriete de concavite de <px{q) (cf. l’annexe 
D). Puisque ipx( 1) = 1 et que <^y( 1) > 0 (e’est un autre resultat de [78] qui assure l’existence 
du processus, au sens ou le processus de construction converge bien vers une densite non-nulle), 
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la derivee au point pour lequel <px(q) tangente avec une droite issue de (0,1) est forcement 
positive : q>' x {qt ) > 0. De plus, <px{q) est concave, l’equation <px{q) = 1 n’a done au plus que deux 
solutions : <^x(l) = 77v(<7d) = 1, et comme <p' x ( 1) > 0, tp x (qd) < 0. Puisque <px{q) est concave, 
< p' x {q ) est une fonction decroissante, et done : 

(-it < qd- 

On ne peut done en aucun cas imputer l’effet de linearisation precedenrnrent defini a une di¬ 
vergence des moments statistiques, puisque la linearisation des exposants s’effectue a partir d’un 
ordre q plus petit. 


9.2.6 Conclusion : resultats theoriques sur les estimateurs 

Des travaux assez recents se sont attaches a la question de l’estimation des exposants C cmc(q) 
de faqon theorique. II s’agit essentiellement des travaux de Molchan [119, 120] et d’Ossiander et 
Waymire [136, 137], nrais aussi [45, 57]. 


Dans [119, 120], Molchan se pose la question de la nresure pratique des exposants de loi de puis¬ 
sance Ccmc(q) sur les realisations du processus de cascade de Mandelbrot canonique (cf. l’annexe 
D). II distingue bien la quantite (p C mc(q ) et l’estimateur Ccmc(?) construit a l’aide des coefficients 
d’agregation. II nrontre alors [119] que Ccmc(q) ne coincide avec c p C mc{q ) que lorsque l’ordre q ap- 
partient a [0,g+] et doit se comporter lineairenrent en fonction de q en dehors pour q > g+. En 
revanche, le comportenrent lineaire n’est pas caracterise : il est nrontre que CcmciQ ) est forcement 
continu en nrais Molchan envisage a priori la possibilite d’une rupture de pente en e’est- 
a-dire que la derivee de Ccmc(q) puisse etre discontinue en q+. II classe alors [120], par analogie 
thernrodynanrique, l’ordre critique q+ conrnre point de premier ordre si la derivee de Cc?rac(?) es ^ 
continue, du second ordre si elle est discontinue. 

Ces resultats etendent ceux auparavant obtenus par Collet et Koukiou [45] et Franchi [57], qui 
avaient obtenu ces resultats pour une classe plus restreinte de cascades, celles definies a partir de 
nrultiplicateurs W bornes superieurenrent (on rappelle que ce sont des variables aleatoires posi¬ 
tives). Dans ce cas, Pestinrateur C cmc(q) n ’ a P 88 de rupture de pente en q+. Molchan, en etendant 
ces resultats aux cascades de Mandelbrot canoniques, ne peut montrer un tel resultat dans le cas 
general, et interprete la possibilite d’une rupture de pente comme le fait que les mutiplicateurs W 
ne sont justenrent plus bornes superieurenrent. 


A la suite des travaux mathematiques precedents, ainsi que de [78], Ossiander et Waymire 
[136, 137] ont nrontre des resultats concernant les exposants Ccmc(^) valables pour toutes les cascades 
de Mandelbrot canoniques. A partir de la fonction (p C mc{q ), ils definissent : 


ficmciq) 


1 + V'cmc(<lt)q si q>qt 

tpcmciq) si 0 < q < q+ ’ 


ou est defini conrnre precedenrnrent (cf. relation (9.3)). 

II est alors nrontre que les estimateurs Q? mc (g), construits a l’aide des coefficients d’agregation, 
convergent alors vers cette quantite lorsque la resolution des cascades tend vers l’infini : 

Ccmc(<?) -* <Pcmc(q)- 
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C’est done un resultat asymptotique. 


Ce resultat est tres important et rnerite quelques commentaires. Tout d’abord, il signifie bien 
que, en aucun cas, l’estimateur Ccmcio) ne converge vers <p C mc{q ), comme la plupart des papiers sur 
le sujet le suppose, plus ou rnoins implicitement. 

Notons de plus que le resultat precise bien vers quoi doit tendre C“mc(<?) lorsque l’ordre q est 
en dehors de l’intervalle [0,qd~] : c’est bien en effet un comportement lineaire, completement fixe 
par la restriction de la fonction ipcmc(o) a [0, g+] (plus precisement par la valeur de sa derivee en 
qf). En particulier, cela implique que si deux processus aleatoires multifractals differents, rnais 
dont les fonctions <pl mc (q ) et g^ mc {q) coincident sur le merne intervalle [0, <?+], en pouvant prendre 
des valeurs differentes en dehors de cet intervalle, alors l’estimation pratique des exposants C cmc(Q) 
fournira le merne resultat, merne si la resolution des donnees tend vers l’infini. 

Ces resultats indiquent par ailleurs que, puisque les exposants C cmc(q) sont l a transformee de 
Legendre du spectre de singularites D cmc (h), D cmc (h ) ne peut prendre que des valeurs positives, ce 
qui est explicitement rnontre dans [26] pour une classe plus generale de cascades multiplicatives. 

Conclusion 

Les resultats numeriques obtenus sont done en tous points conformes aux predictions theoriques 
d’Ossiander et Waymire [136, 137], et illustrent bien le fait que les exposants C cmc(q) e t la fonction 
fcmc(q) ne coincident seulement sur [0, <7+], les exposants C cmc(q) devenant une fonction lineaire de 
q pour q>qt- 

9.3 Discussions sur l’effet de linearisation 

Terminons ce chapitre par la discussion, a la lumiere des arguments numeriques et theoriques qui 
viennent d’etre presentes, de Interpretation multifractale de ces resultats, rnais aussi des conclu¬ 
sions de la litterature sur ce sujet. 

9.3.1 Interpretation multifractale 

Les resultats precedents, obtenus sur un grand nornbre de realisations de cascades de Mandelbrot 
canoniques, peut s’interpreter de la faqon suivante a l’aide du formalisme multifractal sur les densites 
multifractales (cf. annexe C). 

Ce processus multifractal est notamment caracterise par son spectre de singularites D cmc (h), qui 
est celui (presque surement) de chacune de ses realisations. Puisque les realisations numeriquement 
synthetisees ne sont, par construction, que des versions approchees (resolution et nornbre d’echelles 
integrales finis) des realisations ’’theoriques”, leur spectre de singularites que l’on peut mesurer 
par application du formalisme multifractal base sur les coefficients d’agregation n’est lui-meme 
qu’une approximation du spectre de singularites ’’theorique”. On peut cependant acceder au spectre 
de singularites du processus de cascade de Mandelbrot canonique en moyennant les spectres des 
singularites obtenus sur un grand nornbre de realisations independantes. On s’est assure ici que 
le nornbre de realisations ( N ri s a i = 1000) est suffisant : la moyenne des exposants C cm.CiiQ ) a bien 
converge (cf. paragraphe 9.2.3). 

Le resultat obtenu (la moyenne des transformees de Legendre TL[Q mc .](h) sur les N r ,s a i = 1000 
realisations independantes) est done bien coherent avec le fait que le spectre de singularites de 
ce processus n’est pas la transformee de Legendre TL[ip cmc ](h) de la fonction (p C mc(q), nrais sa 
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restriction aux valeurs positives (cf. l’annexe D) : 


D 


cmc 



TL[Vcm C ]{h) 

—oo 


si h / TL[ip cmc ](h ) > 0 
sinon 


Puisque le spectre de singularities est par definition la dimension de Hausdorff des ensembles iso- 
Holder E(h), cela revient a dire que ces ensembles ont necessairement des dimensions de Hausdorff 
positives. 


Remarque 

L’effet de linearisation, tel que l’on vient de decrire, suppose implicitement qu’il existe une 
solution a l’equation definissant : 


1 + w'cmM) = ¥W(oO- 

Or ce n’est a priori pas necessairement le cas. Puisque <£> cmc (0) = 0, on a par continuite autour 
de q = 0 : 1 + q(p' cmc (q) > (p C mc{q )• II se peut que l’on ait 1 + q(p' cmc (q) > <Pcmc{q) quel que soit 
q > 0, et alors q + ne peut etre defini. On posera par convention dans ce cas : q+ = +oo. Dans ce 
cas extreme, l’effet de linearisation n’existe pas vraiment, puisque il n’y a pas de comportement 
asymptotique lineaire en a + /3q. 

En terrnes de transformee de Legendre, le cas precedent se traduit facilement, puisque, en uti- 
lisant le changement de variable h = <p' cmc (q) ”, on a : T L[(p cmc ](h) = 1 + qip' cmc (q) — <Pcmc(q), et 
done TL[(p cmc ](h) > e avec e > 0, quel que soit h. Interpretee a l’aide du formalisme multifractal, 
cette condition signifie que tous les ensembles iso-Holder E(h) ont une dimension de Hausdorff 
superieure ou egale a e > 0. 

II est possible de construire des processus dont la fonction (f C mc(q) possede une telle propriete : 
e’est par exemple le cas d’une cascade de Mandelbrot canonique avec une loi log-Poisson pour les 
multiplicateurs W 8 , pour laquelle on a : 

qt - 1 

Vcmc(q) = - 7 q + 7 p _ 1 + q, 

avec P < 1. La transformee de Legendre de <p C mc(q) (dans sa partie gauche, cf. le paragraphe 5.3.2) 
est alors strictement superieure a Eu choisissant convenablement les parametres f3 et 7 , on 
peut done se placer dans la situation < 7 + = +00 que l’on vient de decrire. 

Bien qu’un telle situation puisse exister, on supposera dans toute la suite de ce memoire que 
les processus etudies ne font pas partie de la classe particuliere pour laquelle q+ = + 00 . 

9.3.2 L’interpretation ”un coefficient = un exposant de Holder” 

Decrivons un raisonnement de type probabiliste qui est souvent fait pour l’analyse pratique 
de signaux multifractals. II consiste a supposer que chaque coefficient d’agregation, a l’echelle 2 3 

'En effet, si f(q ) est derivable, ce que l’on supposera toujours realise, la definition de la transformee de Legendre : 
TL\f](h) = 1 + min q (qh - f(q)) impose h = f(q). 

8 W = 2 1 (3 U , avec U variable aleatoire distribuee selon une loi de Poisson de parametre A. La condition E W = 1 
(cf. 1’annexe D) impose alors A = — ■ 
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utilisee, correspond a un unique exposant de Holder h du spectre de singularity du signal etudie. 
Comrne la dimension de Hausdorff de l’ensemble iso-Holder E[h) (cf. chapitre 3) est D{h), le nornbre 
N(j. h ) de tels coefficients varie selon cette interpretation comrne 2~^ D ^ h \ C’est a l’echelle la plus 
basse disponible 2 J0 = 1, qui correspond a l’echantillonnage des donnees analysees, qu’il y a le plus 
de coefficients d’agregation. 

Le raisonnement, toujours fonde sur cette heuristique simpliste, deduit alors qu’on ne peut 
observer sur le signal analyse que les exposants de Holder tels que N(jo,h) > 1, puisqu’il faut 
an rnoins disposer d’un echantillon correspondant a cet exposant. La plus faible probabilite ainsi 
accessible est 1/N, ou N est le nornbre total de coefficients d’agregation a la plus basse echelle. En 
augmentant le nornbre d’echantillons, et done N, on doit pouvoir aller sonder des probability de 
plus en plus faibles, puisque la probabilite ’’minimale” accessible est 1/N, et done aller sonder des 
exposants de Holder de plus en plus ’’rares”. Puisque le nornbre relatif d’exposants de Holder h est 
ici quantifie par D(h), cela se traduit, en terrne d’analyse multifractale, par la possibility de pou¬ 
voir ’’descendre” a des dimensions du spectre de singularity de plus en plus petites, et done, en ce 
qui concerne les exposants ( a (q), a repousser les ordres critiques de linearisation de plus en plus loin. 

L’effet de linearisation s’explique alors selon ce raisonnement comrne un effet du a l’echantillonnage 
des donnees, et qu’ainsi ameliorer cet echantillonnage peut permettre d’estimer les exposants C a (q) 
sur une garnrne plus large d’ordres q. 

On peut facilement montrer que cela est faux en decoupant une des realisations precedentes du 
processus de cascade de Mandelbrot canonique en 4 parties egales. Les exposants Ccmcin) on t ete 
mesures soit sur l’ensemble de la realisation, soit sur chacune des 4 parties (cf. figure 9.6). 




Fig. 9.6 - Cascades de Mandelbrot canoniques. Gauche : exposants estimees Q? mc (q) sur 
l’ensemble de la realisation (□) ou sur chacune des 4 parties (o). Droite : transformees de Legendre 
correspondantes. 

Supposons qu’il existe un exposant de Holder minimal dans cette realisation. Si un point etait 
identifiable a cet exposant de Holder, une seule des 4 parties le contiendrait et la transformee de 
Legendre des exposants mesures sur l’ensemble de la realisation devrait prendre comrne valeur 
minimale, le plus petit des 4 minima des 4 transformees de Legendre des exposants mesures sur 
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chacune des 4 parties. On voit bien sur la figure 9.6 que ce n’est pas le cas : la transformee de 
Legendre calculee sur l’ensemble de la realisation prend des valeurs strictement superieures a celles 
de deux des transformees de Legendre calculees sur une seule des parties. Les tansformees de Le¬ 
gendre, et done les exposants a partir desquels elles sont calculees, ne sont done pas controlees par 
des exposants de Holder ” individualises”, et l’on ne sonde done pas des dimensions fractales plus 
’’petites” lorsqu’on augmente l’echantillonnage. 

L’argumentation ”un coefficient = un exposant de Holder” est done erronee : on a vu au chapitre 
5 qu’on ne pouvait associer a une quantite multi-resolution un seul et unique exposant de Holder. 
La notion d’exposant de Holder correspond a la lirnite des echelles infiniment petites, en pratique 
inaccessibles du fait de l’echantillonnage des signaux. Les signaux etant de plus homogenes, un 
ouvert autour de chaque date t contient tous les exposants de Holder du spectre de singularites. 
Chaque coefficient multi-resolution (agregation, accroissement, ...) est done ’’sensible”, merne a la 
plus petite echelle disponible, a tous les exposants de Holder du signal etudie, et certainement pas 
qu’a un seul. 

En d’autres mots, chaque ensemble iso-Holder est un ensemble dense du support de la densite : 
bien qu’il puisse avoir une dimension de Hausdorff strictement plus petite que 1, son intersection 
avec tout ouvert, aussi petit soit-il, est non vide. Cela va etre explicitement rnontre un peu plus 
loin dans cette partie. 

Usage dans la litterature 

Ce type de raisonnement a ete largement utilise dans la litterature concernant l’analyse mul- 
tifractale pratique, et done tout particulierement dans le domaine de la turbulence, puisque les 
developpements des ces deux disciplines sont intimement lies. 

Mandelbrot a ete l’un des peres fondateurs de la notion de fractal [106, 107], et aussi l’un des 
premiers a s’interesser aux processus multifractals, laissant son nom a la cascade de Mandelbrot 
canonique, introduite quelques annees auparavant par Yaglorn [170], et pour laquelle il a pose les 
premieres bases mathematiques [105]. 

II a aussi introduit au debut des annees 90 la notion de dimension fractale negative , ou encore 
cachee, [108, 109, 110], qui est par essence une grandeur statistique, puisque definie a partir de 
plusieurs realisations d’un merne processus, et qui prolonge a des valeurs negatives la dimension 
fractale de comptage de boites 9 . Si l’on utilise dans cette definition le nornbre de boites intersectant 
E non plus sur une realisation du processus, rnais sur l’ensemble des realisations, celle-ci peut etre 
negative : e’est le cas par exemple si, en moyenne, il y a rnoins d’une boite par realisation qui in- 
tersecte E. La notion de dimension negative est done definie pour un ensemble d’objets aleatoires, 
et non sur une realisation particuliere. 

En utilisant l’association ”un coefficient = un exposant de Holder”, il affecte une dimension 
fractale a priori positive ou negative aux ensembles iso-Holder pour des processus aleatoires multi¬ 
fractals (des cascades de Mandelbrot canoniques). Il predit alors qu’il est possible, en augmentant 
l’echantillonnage, de mesurer ce qu’il appelle la partie negative du spectre de singularites de pro¬ 
cessus multifractals, notamment dans le cas de coupes geometriques. 

9 La dimension fractale de comptage de boites (cf. par exemple [55, 159, 165, 99]), Dime, est une variante de 
dimension fractale plus facile a manier en pratique. Soit N(E,5) le nornbre de cubes (appeles boites) de cote S 
necessaires pour recouvrir l’ensemble E. On definit alors Dinief-E) selon : Dimef-E) = lim^o LiLYfMl D’apres la 
definition de la dimension de Hausdorff (cf. paragraphe 3.3.2), on a seulement : Dhiih(E) < Dimef-E), merne si les 
deux dimensions coincident pour un grand nornbre de cas. 
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Comme il vient d’etre explique dans le paragraphe precedent, ce raisonnement ne sernble pas 
valable, car fonde sur une hypothese erronee (un coefficient 7 ^ un exposant de Holder). 

Dans plusieurs travaux [154, 158, 155, 157], Schertzer, Lovejoy, Schmitt et Brunet se sont 
interesses a l’analyse multifractale pratique de donnees. Ce sont les premiers a s’etre pose la ques¬ 
tion du bon usage des outils (formalisme multifractal) utilises. Ils ont en particular applique leurs 
raisonnements a des donnees de turbulence, et obtenu des resultats interessants [158], sans les 
verifier sur des processus multifractals synthetiques. 

Ils adoptent eux-aussi le raisonnement fonde sur Interpretation ”un coefficient = un exposant 
de Holder”, selon une approche similaire a celle de Mandelbrot. Ils travaillent d’ailleurs implici- 
ternent avec des dimensions fractales negatives. L’effet de linearisation est explique comme une 
consequence de l’echantillonnage. Deux classes pour l’effet de linearisation sont definies : les tran¬ 
sitions de phase du premier ou du second ordre. Dans la premiere situation, l’echantillonnage est 
suffisant pour estimer le plus petit exposant de Holder existant, et alors les exposants ( a (q) de- 
viennent lineaires a partir d’un ordre critique qd, au-dela duquel il y a divergence des moments. II y 
a alors rupture de pente en qd, la pente au-dela de qd diminuant si l’echantillonnage augmente. Pour 
la transition du second ordre, l’echantillonnage ne perrnet pas de resoudre le plus petit exposant 
de Holder, et alors la linearisation se produit pour un ordre q qui augmente avec l’echantillonnage, 
sans rupture de pente. 

Dans [158], ces raisonnements sont appliques a des donnees de vitesse eulerienne, plus precisement 
aux signaux de dissipation construits a partir de ces donnees 10 . Les resultats obtenus sont interpretes 
comme une transition du premier ordre, c’est-a-dire une linearisation des £“((/) a un ordre fixe qd 
correspondant a une divergence de moments. En modelisant les exposants a l’aide d’un rnodele mul¬ 
tifractal, 1’estimation suivante est fournie : qd — 2.4 pour la dissipation et done qd — 3 x 2.4 = 7.2 
pour la vitesse. En modifiant la faqon de traiter les donnees (moyenner les fonctions de structure 
ou les exposants ( a (q) , ce qui revient selon leur raisonnement a modifier l’echantillonnage), ils ob- 
tiennent deux resultats differents pour les grands valeurs de l’ordre q, notamment une pente plus 
faible du comportement lineaire asymptotique lorsque les fonctions de structure sont moyennees, 
qu’ils interpretent comme une diminution de pente liee a l’augmentation de l’echantillonnage (tran¬ 
sition du premier ordre). 

Ces resultats peuvent etre interpretes autrement a la lumiere des tests systematiques effectues 
dans le cadre de ce travail de these. L’effet de linearisation s’effectue bien a un ordre fixe, rnais 
qui n’est pas associe a une divergence de moments. En effet, il a ete rnontre dans un paragraphe 
precedent que qt < qd- En ce qui concerne le changement de pente de la droite asymptotique, 
elle est ici interpretee comme un effet de variabilite statistique : l’estimateur £“(<?) est une va¬ 
riable aleatoire, qui vaut en moyenne ( a {q)C{q) = 1 + fitq, rnais qui possede a priori un ecart-type 
non-nul. La valeur moyenne est bien obtenue lorsque les estimees sont moyennees sur leurs 704 
realisations. En revanche, en moyennant sur un nornbre trop restreint de realisations (4), bien que 

plus longues, ils n’obtiennent pas le comportement rnoyen 1 + fit q , rnais un comportement affecte 
par la variabilite statistique, d’ou notamment une pente differente. 

10 C’est-a-dire l’usuelle surrogate de dissipation [58] que l’on construit a partir d’un signal de vitesse u : e = 


114 



Remarque 


Notons enfin qu’une methode alternative, basee sur l’estimation directe des multiplicateurs W 
a l’aide des coefficients d’agregation, et sur Petude de leurs statistiques, a ete proposee [43, 44, 139, 
130]. II a cependant ete rnontre [77, 76] que cette methode aboutissait a des artefacts, et ne pouvait 
ainsi etre utilisee. 


Un (contre-)exemple simple : la densite binomiale 

Nous allons montrer sur un exemple simple, la densite binomiale, en quoi le raisonnement ”un 
coefficient = un exposant de Holder” est faux, en montrant explicitement que cette densite est mul- 
tifractale et uniforme, c’est-a-dire que les ensembles iso-Holder sont des ensembles topologiquement 
denses du support de la densite. 

•Definition 

Cette densite est la densite binomiale, appelee aussi densite de Besicovitch. C’est un exemple 
classique de densite multifractale (cf. par exemple [159, 11, 3]). Elle construite selon le schema mul- 
tiplicatif determinate suivant (analogue a celui, aleatoire, des cascades de Mandelbrot canoniques 
presentees dans l’annexe D). Une masse unite est initialement repartie sur l’intervalle [0,1], qui 
est divise en deux sous-intervalles de rnerne longueur [0,1/2] et [1/2,1], A l’intervalle de gauche 
[0,1/2] est alors affecte la fraction 0 < p < 1 de la masse initiale, et (1 — p) a l’intervalle de droite 
[1/2,1], p etant un parametre constant. La rnerne etape est alors repetee pour chacun des deux 
sous-intervalles, en affect ant a chaque fois a gauche la fraction p et a droite la fraction (1 — p ). 

Au bout de n iterations, on a done 2" sous-intervalles de longueur 2~ n . Un intervalle particulier 
contenant le point t contient la fraction p k { 1 — p) n ~ k de la masse unite initiale, ou k (attention, 
c’est la rnerne notation que pour les dates des coefficients d’ondelette discrets) est le nornbre de 
”pas” a gauche pour arriver a cet intervalle. Si on ecrit le nornbre t en base 2 : t = avec 

tj. = 0 ou 1, alors k est le nornbre de 0 dans les n premiers chiffres de l’ecriture binaire de t : 
k = Card{l < i < n / t t = 0}. 

•Proprietes mult ifr act ales 

La masse contenue dans l’intervalle dyadique I n {t) de taille 2~ n entourant le point t est done : 

p k (l -p) n ~ k = (p k/n {l -p) 1 ” fc/n ) n , 

ou k/n est la proportion de 0 dans les n premiers chiffres de l’ecriture binaire de t. Lorsqu’on fait 
tendre le nornbre d’iterations vers l’infini : n —> +oo, alors : 

p k (\ — p) n ~ k ~ - p) 1 - 9 ^^' 1 = 2~ n ^~ e ^ log2P ~^ l ~ e ^ log2 ^ l ~ p ^\ 

ou 9(t) est la proportion de 0 dans l’ecriture binaire de t (i.e. sur tous les chiffres U du nornbre t). 

L’exposant de Holder de la densite binomiale au point t est alors (cf. annexe C) : 

h(t) = -0(t)log 2 p - (1 - 6>(t))log 2 (l - p), (9.7) 

et ne depend done que de la proportion 9(t) de 0 dans l’ecriture binaire de t. L’exposant de Holder 
n’est pas partout le rnerne, et la densite est done multifractale. Enfin, puisque 6 est compris entre 
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0 et 1, h est compris entre — log 2 (l — p) et —log 2 p. 


Calculons desormais son spectre de singularity D(h). Apres n etapes, il y a C k = 
intervalles dyadiques correspondant a k 0 et (n — k) 1, soit une proportion de C k / 2 n intervalles. 
Lorsque n —► +oo et k — > +oo avec k/n —► 9, en utilisant la formule de Stirling pour les factorielles 11 , 
on rnontre : 

C k ~ 2 _n6,log20_n ( 1_6, ) log2 ^ 1 “ 61 ) 

On aboutit alors au spectre de singularites par la limite suivante 12 : 

D(h)= lim = -9(h)\og 2 0(h) - (1 - 0(/O)log 2 (l - 9(h)), 

rw+oo log 2 2 

on 9 et h sont relies par la relation (9.7). On obtient done une expression du spectre de singularites 
D(h) parametree par 9 E [0,1]. L’expression precedente est bien sur valable si h est compris entre 
—log 2 (l — p) et —log 2 p. Sinon D(h) = —oo (on rappelle que par convention, la dimension d’un 
ensemble vide est — oo). Le spectre de singularites de la densite binomiale est represente sur la 
figure 9.7. 



Fig. 9.7 - Spectre de singularites de la densite binomiale, avec p = 0.4. 

•Topologie des ensembles iso-Holder 

Montrons enfin que les ensembles iso-Holder E{h) = {t / h(t) = h} sont denses dans [0,1], 
cornrne il en fait la remarque dans [159]. Soit t E E(h). Les proprietes de regularity ponctuelle 
en t sont uniquement caracterises par la proportion 9 de 0 de son ecriture binaire, par la relation 
h = 1 — 9log2P — (1 — 6 l )log 2 (l— p). Soit uj un ouvert entourant to et soit I n (to) un intervalle dyadique 
(defini comrne precedemment) entourant to e t inclus dans uj (il existe forcement, il suffit de choisir 

11 On rappelle que la formule de Stirling donne un equivalent pour la factorielle : n! ~ (-) " \Z2nn, lorsque n —> +oo. 

in A f \ e / 

*11 faut etre conscient que la dimension fractale calculee ici n’est pas la dimension de Hausdorff, mais la dimension 
de comptage de boites DiiUB [55, 159, 165, 99]. On a seulement a priori DiinnlB) < DimB(S), mais il est cependant 
explicitement rnontre dans [99] que les dimensions de Hausdorff et de comptage de boites coincident dans le cas 
particulier de la densite binomiale. 
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n assez grand). Montrons alors que, pour tout h compris entre 0 et 1, il existe un point t tel que 
t G E(h) et t G I n (t 0 ). 

Par definition, l’ecriture binaire de tous les points de l’intervalle I n (t) commence par les rnernes 
n premiers chiffres U , avec une proportion k/n de 0. Puisque que tous les autres chiffres de l’ecriture 
binaire, c’est-a-dire un nornbre infini de chiffres, sont quelconques, on peut necessairement construire 
un nornbre de I n (t) dont l’ecriture binaire contient la proportion 6 de 0, done d’exposant de Holder 
h. 

Ainsi dans tout ouvert u contenant t, il existe une date t' dont l’exposant de Holder est h : 
l’ensemble E(h) est dense dans [0,1]. 

Discussion 

Il vient d’etre explicitement rnontre que les ensembles iso-Holder E[h) de la densite binomiale 
sont a la fois de dimensions de Hausdorff strictement inferieure a 1 (sauf E(h = 1/2)) et denses 
dans [0,1]. Si l’on reprend le raisonnement ”un coefficient = un exposant de Holder”, on rnontre 
done bien qu’il est errone : dans cet exemple, chaque coefficient d’agregation, quelque soit l’echelle 
a laquelle il est defini, recouvre un ensemble non-ponctuel du support de la densite, contient ainsi 
des ouverts et est done affecte par tous les exposants de Holder presents dans le spectre de sin- 
gularites. Il est done faux de penser qu’il est possible de classer les coefficients d’agregation en 
les caracterisant par un seul exposant de Holder, et de quantifier leur statistique (i.e. leur nornbre 
relatif) a l’aide du spectre de singularities D{h). 

Tout raisonnement fonde sur l’argumentation ”un echantillon = un exposant de Holder”, ainsi 
que ses eventuelles conclusions, sont done a proscrire. La dimension de Hausdorff et l’exposant de 
Holder sont des notions definies par une lirnite des echelles tendant vers 0, et extrapoler les proprietes 
valables aux echelles asymptotiquement nulles aux echelle necessairement finies d’analyse n’est pas 
valide. 
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Chapitre 10 


Etude de l’effet de linearisation 


L’objet essentiel de ce chapitre est, comme ce l’etait pour le precedent, le comportement rnoyen 
des estimateurs Cj^iq). Les resultats theoriques [119, 120, 136, 137] ne concernent qu’un type de 
processus multifractal, les cascades de Mandelbrot canoniques, et qu’un type de formalisme mul¬ 
tifractal, celui base sur les coefficients d’agregation. Ce sont de plus des resultats asymptotiques, 
valables dans la lirnite de la resolution r tendant vers 0. Plusieurs questions restent done en sus- 
pens en ce qui concerne l’analyse multifractale pratique de signaux multifractals reels, e’est-a-dire 
contenant un nornbre fini d’echantillons, et dont les proprietes multifractales (la fonction <p(q) ou 
le spectre de singularites) ne sont pas a priori theoriquement connues. 

Premierement, est-ce que l’effet de linearisation est propre aux cascades de Mandelbrot cano¬ 
niques et au formalisme multifractal base sur les coefficients d’agregation, ou est-il une propriete 
intrinseque (done independant du formalisme multifractal utilise) de tous les processus multifrac¬ 
tals? Puisque les processus multifractals ont un spectre de singularites a valeurs strictement po¬ 
sitives, on s’attend a ce que l’effet de linearisation se presente pour ces processus sous la merne 
forme. Ceci va etre verifie sur une large gamrne de processus multifractals, a la fois de type densite 
ou de type fonction, en utilisant divers formalismes multifractals (cf. paragraphe 10.2). De plus, 
il va etre numeriquement rnontre que les caracteristiques de l’effet de linearisation (en particulier 
l’ordre critique q+) ne dependent en pratique que tres peu du nornbre d’echelles integrates N int 
(des qu’il est superieur a quelques echelle integrates) et de la resolution r des realisations ana¬ 
lyses (cf. paragraphe 10.3). Enfin, si les proprietes multifractales des signaux analysees ne sont pas 
theoriquement connues, il n’est pas possible de definir a l’avance la valeur de l’ordre critique </+. II 
est done necessaire de disposer d’un estimateur de qui, a partir des donnees elles-memes, perrnet 
d’obtenir une estimation de cet ordre critique (comme il en est fait justement la remarque dans 
[120]). Dans le paragraphe 10.5 va etre defini et numeriquement caracterise, a l’aide de signaux 
synthetiques, un tel estimateur. 

Enfin, la question de l’estimation des exposants C, p x (q) d’ordres q negatifs sera abordee au para¬ 
graphe 10.6. L’existence d’un effet de linearisation en tout point similaire a celui observe pour les 
ordres q positifs sera illustree. 

10.1 Methodologie 

La demarche adoptee est la merne que celle employee au chapitre precedent : en s’aidant de 
realisations numeriques de processus multifractals aux proprietes bien controlees (cf. annexe D), 
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nous allons caracteriser les performances statistiques des outils d’estimation utilises. II sera ainsi 
genere un grand nornbre 1 N r ^ a i de realisations X\ du rnerne processus multifractal X , aux proprietes 
(fonction ipx(q), nornbre d’echelles integrates Ni nt , resolution r) identiques, et sur chacune d’entre 
elles seront appliques les estimateurs etudies. En moyennant les resultats sur toutes les realisations, 
on peut ainsi numeriquement caracteriser les performances statistiques de ces estimateurs . 

10.2 Divers processus multifractals et divers formalismes multi¬ 
fractals 

Nous avons caracterise au chapitre precedent l’effet de linearisation pour les cascades de Man¬ 
delbrot canoniques. II va etre ici rnontre que l’effet de linearisation, tel que precedemment decrit, 
n’est pas une caracteristique particuliere de ce processus, rnais une propriete intrinseque des den- 
sites multifractales, rnais aussi des fonctions multifractales. Cette propriete est la traduction du 
fait que le spectre de singularity de la densite ou fonction multifractale etudiee ne peut prendre 
que des valeurs positives, c’est-a-dire que les ensembles iso-Holder ont une dimension de Haus- 
dorff necessairement positive. II sera ainsi de rnerne rnontre que ce resultat ne depend pas du type 
particular de formalisme multifractal utilise pour realiser l’analyse multifractale. 

10.2.1 Processus multifractals de type densite 
Autres formalismes multifractals 

Reprenons le processus de cascade de Mandelbrot canonique utilise au chapitre precedent, avec 
les rnernes parametres : m = 0.1125, r = 2~ 15 , Ni n t = 2 5 et N r ^ a i = 1000. Les realisations vont 
etre analysees cette fois a l’aide d’un autre formalisme multifractal, le formalisme multifractal base 
sur les coefficients d’ondelette discrets (cf. l’annexe C), en utilisant l’ondelette de Daubechies a un 
moment nul. 

Les resultats sont presentes, de la rnerne fagon qu’au chapitre precedent, sur la figure 10.1. Ils 
sont done en tous points analogues a ceux obtenus avec le formalisme multifractal base sur les coef¬ 
ficients d’agregation : chaque estimee Ccmc;^) fournit une rnesure de <p C mc(q) pour q < 2, et adopte 

un comportement lineaire en q pour q> 4. La moyenne Ccm Ci (?) se comporte de la rnerne fagon, en 

changeant de comportement pour l’ordre critique q£ — 2.98. On obtient notamment af — 0.98. 

La traduction de ces resultats sur les transformees de Legendre est bien sur identique a celle 
decrite au chapitre precedent. 

L’effet de linearisation est done le rnerne pour les cascade de Mandelbrot canoniques, quel que 
soit le formalisme multifractal employe, base soit sur les coefficients d’ondelette discrets ou sur les 
coefficients d’agregation. 

1 Ce nornbre a ete choisi a chaque fois suffisamment grand pour s’assurer de la convergence statistique des quantites 

etudiees, comme il avait ete explicitement rnontre par exemple pour la moyenne C cmciW) des exposants Ccmciiq) dans 
le cas des cascades de Mandelbrot canoniques au chapitre precedent. 
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Fig. 10.1 - Cascade de Mandelbrot canonique, analysee avec les coefficients d’ondelette 

discrets. Gauche : exposants C cmcXo) pour 5 realisations (o) et C cmc^) ( n )) nroyenne des C cmc^) 
sur Nrea,i = 1000 realisations, trait continu : fonction <p cmc (q) et trait en pointille : comportement 

lineaire asymptotique. Droite : TL[(^' nc .\(h) (o) et leur moyenne (□), transformee de Legendre de 
<Pcmc(q) (trait continu). 

Autre processus : la cascade de Poisson composee 

Nous allons proceder a la rnenre analyse sur un autre processus multifractal de type densite : les 
cascades de Poisson composees (cf. l’annexe D). Le processus choisi est caracterise par l’expression 
suivante de la fonction <p cp c{q) [38] : 

2 

ip cpc (q) = q+ 1 - EW q - q{ 1 - E W), avec EW q = e m+ ^ q2 , 

oil il a ete choisi n = 0.04 et cr = 0.03. Cette expression pernret de connaitre la valeur de : 
q+ ~ 5.15. 

Les caracteristiques propres a la synthese pratique sont les rnernes que precedemment, c’est- 
a-dire : r = 2 -15 , Ni nt = 2 5 et N r ^ a i = 1000. L’analyse multifractale a ete effectuee a l’aide des 
coefficients d’agregation 2 . 

Les resultats obtenus, presentes sur la figure 10.2, sont analogues a ceux obtenus avec les cascades 
de Mandelbrot canoniques, et ne seront done pas detailles une nouvelle fois. 

Conclusion 

Les analyses precedentes ont ete effectuees sur plusieurs processus de cascade, e’est-a-dire pour 
diverses expressions de la fonction ipx(q )> nrais aussi pour divers jeux de parametres de cette 
fonction, et a l’aide de divers formalismes multifractals. Les resultats sont toujours les rnernes : 
l’effet de linearisation, tel que decrit au chapitre 9, est observe pour tons les processus multifractals 
de type densite, et pour tous les formalismes multifractals utilises. L’effet de linearisation est done 
une caracteristique intrinseque de l’analyse multifractale des densites. 

2 Notons que la meme analyse a ete effectuee avec les coefficients d’ondelette discrets, aboutissant aux memes 
conclusions. 
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Fig. 10.2 - Cascade de Poisson composee, analysee avec les coefficients d’agregations. Gauche : 

exposants C i pCi {q ) pour 5 realisations (o) et Q pCi {q) (□), moyenne des (,c pCi {q) sur N r< z a i = 1000 
realisations, trait continu : fonction <p C pc{q) et trait en pointille : comportement lineaire asyrnp- 
totique. Droite : TL[Q pc .](h) (o) et leur moyenne (□), transformee de Legendre de ip cpc (q ) (trait 
continu). 


10.2.2 Processus multifractals de type fonction 

Nous allons maintenant nous interesser a des processus aleatoires multifractals dont les realisations 
sont des fonctions et non plus des densites. 


Cascade d’ondelette aleatoire 


Commenqons tout d’abord par le processus de cascade d’ondelette aleatoire, presente au para- 
graphe 4.1, et montrons que l’effet de linearisation ne depend pas du fornralisme multifractal utilise. 

II a pour cela ete synthetisees N r ^ a i = 400 realisations de ce processus, avec une loi log-normale 
pour les multiplicateurs, ce qui aboutit a (cf. paragraphe 4.1) : 


<Prwc(q) = mq 


a 2 In 2 
2 


q 2 - 


On a choisi m = 0.37 et a = 0.19. Ce choix pour les parametres revient a prescrire aux cascades d’on¬ 
delette aleatoires les rnernes proprietes multifractales que celles correspondants a la modelisation 
log-normale de la vitesse turbulente [85, 135] (cf. le paragraphe 8.2.4), avec la valeur C 2 = 0.025 
couramment adrnise pour le parametre d’intermittence [58]. Cela perrnet alors de calculer la valeur 
de l’ordre critique q+ : 


qt = 


CT 2 log(2) 


8.94. 


Les realisations ont ete synthetisees a l’aide de l’ondelette de Daubechies avec 6 moments nuls. 
Chaque realisation est de resolution r = 2 -13 et contient Ni n t = 2 4 echelles integrales. 

L’analyse est d’abord effectuee a l’aide du fornralisme multifractal base sur les coefficients 
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Fig. 10.3 - Cascade d’ondelette aleatoire. Formalismes multifractals b ases su r les coefficients 
d’ondelette discrets. Gauche : exposants Ctwci(q) pour 5 realisations (o) et (r WCi {q) (□), nroyenne 
des Crwci(q) sur IV r sai = 1000 realisations, trait continu : fonction ip r wc{q ) et trait en pointille : 

conrportenrent lineaire asynrptotique. Droite : TL[0 wc ](h ) (o) et leur nroyenne (□), transfornree de 
Legendre de <p r wc{q ) (trait continu). 


d’ondelette discrets (ondelette de Daubechies a 2 moments nuls). 


Les resultats sont presentes sur la figure 10.3. II sont semblables a ceux obtenus dans le cas 
de 1’analyse multifractale des densites. Pour chaque realisation, les estimees Crwci(q) donnent une 
bonne nresure de <p r wc{q) pour les plus petites valeurs de q (i.e. environ q < 6), puis se conrportent 

lineairement en fonction de q pour les plus grandes valeurs de q (i.e. environ q > 12) : ~ at + fitq- 


Le conrportenrent lineaire asynrptotique est different pour chaque realisation : at et fit sont des 
variables aleatoires. Ce constat est le nrerne pour la nroyenne C twaio) des exposants C fwa(q) sur 
les Nreai realisations. On a en particulier pour q > 12 : Ctwc^q) — a t + fitq , ou at et fit sont les 

nroyennes des variables aleatoires at et fit ■ On note aussi la valeur suivante : at — 1.00. 

En observant les transfornrees de Legendre des exposants, le constat se traduit bien sur par 
l’existence de points d’accumulation (ht,Dt), differents pour chaque realisation, la nroyenne des 
transfornrees de Legendre ayant un point d’accunrulation (ht,Dt) avec Dt = 1 - at ~ 0.00. 


Autres formalismes multifractals 

Une analyse identique (nrerne valeurs pour N r/ z a i, Ni nt et r) est ensuite effectuee a l’aide d’autres 
formalismes nrultifractals, bases sur les coefficients dominants (ondelette de Daubechies a 3 moments 
nuls), sur les coefficients d’ondelette continus (ondelette gaussienne a 3 moments nuls) et sur les 
coefficients nrnrto (idem). Notons que les regressions lineaires pernrettant la nresure des exposants 
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sont effectuees sur la rnenie gamme d’echelles pour les deux types d’ondelette utilises 3 . 






Fig. 10.4 - Cascade d’ondelette aleatoire. Gauche : exposants Crwa(q) pour 5 realisations (o) 
et CruiciCd) (□), moyenne des CSr-c, (q) sur N r ^ a i = 400 realisations, trait continu : fonction tp r wc(q ) et 
trait en pointille : comportement lineaire asymptotique. Droite : TL[(rw Ci \(h) (o) et leur moyenne 
(□), transformee de Legendre de <p r wc{q) (trait continu). Formalismes multifractals bases sur les 
coefficients dominants (haut), coefficients d’ondelette continus (milieu) et coefficients mrnto (bas). 

Les resultats sont presentes sur la figure 10.4. L’effet de linearisation est observe pour chaque 

3 Puisque deux ondelettes differentes sont utilisees ici (l’ondelette de Daubechies a 3 moments nuls et l’ondelette 
gaussienne a 3 moments nuls), il est necessaire de s’assurer que la regression lineaire soit effectuee sur la meme 
gamme d’echelles. L’echelle associee a une ondelette est connue en determinant la frequence centrale du filtre passe- 
bande associe a cette ondelette (cf. annexe B), et en definissant alors l’echelle de l’ondelette comme l’inverse de cette 
frequence centrale. On peut ainsi ’’recaler” entre elles les echelles associees a chaque ondelette. 
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formalisme multifractal de la nienre faqon que pour le fornralisnre multifractal base sur les coefficients 
d’ondelette discrets. 

L’effet de linearisation est done identique quel que soit le formalisme multifractal utilise, tout 
conrnre e’etait le cas pour l’analyse nrultifractale des densites. 

Autres processus multifractals 

Analysons desornrais d’autres processus multifractals, avec un seul formalisme multifractal, ce- 
lui base sur les coefficients d’ondelette discrets, puisque l’on vient voir que le choix specifique de 
formalisme multifractal n’intervenait pas. 

On utilise ici le processus de nrouvenrent brownien en temps multifractal (cf. annexe D), 
construit a partir d’une cascade de Poisson composee. On a en particulier : 

2 

VfbmmM) = qH+ 1 - E W qH - qH{ 1 - E W), avec E W q = e w+ 
ou fj, = 0.04, a = 0.03 et H = 0.75. Ce choix de paranretre aboutit a la valeur suivante pour q+ : 

qt - 6-87. 

On a choisi : r = 2^ 15 et Ni n t = 2 2 . Enfin N r ^ a i = 1000 realisations ont ete synthetisees. 



q h 


Fig. 10.5 - Mouvement brownien fractionnaire en temps multifractal. Gauche : expo- 

sants C fbmmtiio) P° ur 5 realisations (o) et (f bmmt .{q) (□), nroyenne des Cf bmmt .(q) sur N riai = 1000 
realisations, trait continu : fonction (pfbmmt{q ) et trait en pointille : conrportenrent lineaire asynrp- 

totique. Droite : TL[(j bmmt ](h) (o) et leur nroyenne (□), transfornree de Legendre de <-Pfbmmt(q) 
(trait continu). 

Les resultats, portes sur la figure 10.5, sont done en tout point semblables a ceux obtenus sur 
le processus de cascade d’ondelette aleatoire. 

10.2.3 Conclusion 

L’effet de linearisation, tel que decrit au chapitre precedent, est done observe, de faqon identique, 
pour tous les processus multifractals, de type fonction ou densite, et pour tous les formalismes 
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multifractals utilises. L’effet de linearisation est done un trait intrinseque a l’analyse nrultifractale 
des signaux, et pas seulement de l’analyse du processus de cascade de Mandelbrot canonique a 
l’aide du fornralisme multifractal base sur les coefficients d’agregation. 

10.3 Influences de la resolution et de la duree 

Conrnre il vient d’etre nrontre, l’effet de linearisation ne depend ni de la nature (fonction ou 
densite) du processus multifractal, ni de sa particularity (nrarche aleatoire nrultifractale ou cascade 
d’ondelette aleatoire), ni de la fagon dont il est analyse (tous les fornralisnres multifractals). Les 
resultats theoriques concernant les cascades de Mandelbrot canoniques [119, 136, 137] s’etendent 
ainsi a tous les processus multifractals. Ce sont cependant des resultats asymptotiques, valables 
dans la linrite des realisations de processus de resolution nulle et de duree infinie. 

Conrnre les signaux dont on essaye d’effectuer l’analyse nrultifractale en pratique sont forcenrent 
de resolution r finie (i.e. non-nulle) et de nonrbre d’echelles integrates fini 4 , il apparait important 
de caracteriser une eventuelle dependance de l’effet de linearisation selon ces paranretres. 

10.3.1 Methodologie 

Puisque l’effet de linearisation est identique pour tous les processus multifractals, on n’etudiera 
ici les dependances selon la resolution r et le nonrbre d’echelles integrates que sur un seul 

processus : une cascade d’ondelette aleatoire log-nornrale (cf. le paragraphe 4.1). Des resultats 
analogues ont ete obtenus avec d’autres processus (cf. par exenrple [92], ou la nrenre etude est 
presentee sur un nrouvenrent brownien fractionnaire en temps multifractal), les resultats presentes 
sont ainsi tout-a-fait representatifs. 

On choisit pour les paranretres fixant l’expression de la fonction <p rwc {q), et done les proprietes 
attendues des realisations synthetisees, les nrenres valeurs que dans le paragraphe precedent : 

m = 0.37 et a = 0.19. 

Notons qu’un tel choix de paranretres aboutit a la valeur suivante pour : 

~ 8.94. 

N r eal = 1000 realisations seront dans chaque situation synthetisees , a l’aide de l’ondelette 
Daubechies avec 6 moments nuls (cf. l’annexe B). Enfin, un seul estinrateur des exposants Q{q) 
sera ici utilise, celui construit a partir des coefficients d’ondelette discrets, (r WCi {q)i en utilisant 
l’ondelette de Daubechies avec 3 moments nuls. 

10.3.2 Dependance selon la resolution r 

Tous les resultats theoriques sur l’effet de linearisation pour les processus multifractals concer- 
nent leurs realisations dont la resolution r est nulle : r = 0, ce qui correspond par exenrple pour 
les processus construits a partir d’une cascade multiplicative, a un nonrbre J infini de d’etapes de 
construction (cf. annexe D). En pratique, ce n’est bien-sur pas le cas, et les realisations synthetisees 
sont necessairenrent de resolution r finie, e’est-a-dire strictenrent positive, et on s’attend a ce que 
les proprietes de ces realisations tendent vers les proprietes asymptotiques lorsque la resolution r 

4 On rappelle (cf. annexe D) que ce sont les deux quantites pertinentes pour quantifier la notion de duree d’une 
realisation de processus multifractal. 
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tend vers 0 . 

II semble done interessant de verifier que les realisations utilisees sont de resolution r suffisante, 
et decrivent bien l’effet de linearisation asymptotique correspondant a r —> 0 , et que l’on n’observe 
pas un artefact du a la finitude de la resolution. 

Resultats 

Vont etre ainsi synthetisees des realisations de nornbre d’echelles integrales Ni n t fixe {N in t = 2 7 ), 
rnais de resolutions r differentes : r = 2 -8 , r = 2~ 9 , r = 2~ 10 , r = 2 -11 , r = 2 ~ 12 et r = 2 -13 . Pour 
chaque valeur de la resolution r, N rf s a i = 1000 realisations sont synthetisees. 


ZJ 

JO' 



Fig. 10.6 - Cascade d’ondelette aleatoire. Gauche : moyenne des estimees Crwctt)- Milieu : 

moyenne des transformees de Legendre des C rwci(q) (ligne continue : <p r wc{q) et sa transformee de 
Legendre). Droite : q c en fonction de —log^r et qt — 8.94 (ligne continue), r = 2 -8 (o), r = 2 ~ 9 
(□), r = 2 -10 (+), r = 2 -11 ( 0 ), r = 2~ 12 (*), r = 2“ 13 (x). 

Les resultats sont presentes sur la figure 10.6. Premierement, l’effet de linearisation se produit 
bien pour chaque valeur de resolution r choisie, cornrne on peut l’observer sur la moyenne 0 WC . (q) 
sur les N r ^ a i = 1000 realisations des estimees CrwcX^) (gauche), ainsi que sur la moyenne sur les 

mernes N r ^ a i realisations des transformees de Legendre des C rwcXv) (milieu). 

De plus, le nornbre q c . defini au paragraphe 9.2.3 (equation (9.2.5)), sature bien a une valeur 
proche de — 8.94 lorsque la resolution r augmente. On peut noter que pour les plus faibles 
valeurs de la resolution r, le nornbre q c donne des valeurs legerement plus faibles que g 3- . On peut 
raisonnablement penser que cela est du a deux raisons : premierement, par sa definition merne, 
l’estimateur utilise une definition de la transition (egale distance a chacun des deux comportements 

asymptotiques : ~ tp r wc(q ) et ~ at+Pt g), qui ne correspond pas exactement a celle de qt- De plus, 
le caractere fini de la resolution des realisations synthetisees, et done un manque de convergence 
vers les caracteristiques du processus, definies pour une resolution nulle, commence certainement a 
intervenir. 

10.3.3 Dependance selon le nornbre d’echelles integrales N int 

Nous allons desormais faire varier le nornbre d’echelles integrales des realisations etudiees. 
Comme il a ete precise dans l’annexe D, l’echelle integrale est l’unite de longueur naturelle des 
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processus multifractals, chaque morceau de signal de longueur environ une echelle integrale pou- 
vant etre considere comrne statistiquement independant des autres 5 . Ainsi, la notion d’augmenter la 
statistique (pour un signal donne) pour les estimations revient en pratique a augmenter le nornbre 
d’echelles integrales. 

Nous allons ainsi voir que des que les signaux etudies possedent quelques echelles integrales 
(environ 4), l’effet de linearisation ne depend plus du nornbre d’echelles integrales. On utilisera 
toujours pour quantifier cette dependance le nornbre q c . 


Resultats 

Nous allons desormais etudier des realisations de resolution r fixee (r = 2~ 13 ), rnais dont le 
nornbre d’echelles integrales Nj n t varie. On choisira ainsi : Nm = 2°, 2 1 , 2 2 , 2 3 , 2 4 , 2 5 , 2 6 et 2 7 . 
Pour chaque valeur de N int , N r ^ a i = 1000 realisations sont synthetisees. 



Fig. 10.7 - Cascade d’ondelette aleatoire. Gauche : moyenne des estimees Crwc^)- Milieu : 

moyenne des transformees de Legendre des C rwcXo) (ligne continue : frwc(Q) et sa transformee de 
Legendre). Droite : q c en fonction de log 2 Ni nt et q+ — 8.94 (ligne continue). Ni nt = 2° (o), Ni nt = 2 1 
(□), N int = 2 2 (+), N int = 2 3 (0), N int = 2 4 (*), N int = 2 5 (x), N int = 2 6 (a), N int = 2 7 ( v ). 

L’effet de linearisation est tout d’abord observe pour chaque nornbre d’echelles integrales utilise 
(figures de gauche et du milieu). On observe de plus le fait suivant : des que les realisations etudiees 
ont une longueur depassant environ 4 echelles integrales, on n’observe aucune dependance selon le 
nornbre d’echelles integrales du nornbre q c . 

Ce resultat est interprets de la faqon suivante : l’effet de linearisation n’est pas un effet de taille 
finie, due a une longueur (i.e. un nornbre d’echelles integrales) finie des realisations analysees. Ceci 
est en pratique vrai des que les realisations analysees ont une longueur de quelques (environ 4) 
echelles integrales. 

Consequence associee 

Ce resultat sera parfois utilise de la faqon suivante. Si on etudie un seul signal, dont la lon¬ 
gueur est un grand nornbre d’echelles integrales, et que l’on desire bien rnettre en evidence l’effet de 

5 Cette independance est exacte par construction dans le cas de processus multifractals synthetiques (cf. l’annexe 
D), et en bonne approximation verifiee pour les signaux reels, puisque ce qu’on appelle echelle integrale est en fait 
l’echelle de decorrelation (cf. la meme annexe D), et les morceaux de longueur environ une echelle integrale sont ainsi 
au moins statistiquement decorreles. 
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linearisation sur ces donnees, on peut avoir interet a decouper ce signal en plusieurs sous-signaux de 
longueur un nornbre ’’suffisant” d’echelles integrales, et a effectuer des estimations d’exposants sur 
chacune de ces sous-signaux. En effet, puisque les estimees tx (q) des exposants sont des variables 

aleatoires, on est en pratique gene par l’ecart-type en general non-negligeable des CJx (q) pour les 
plus grandes valeurs de l’ordre q, et il devient difficile par exenrple de savoir si l’ordonnee a l’origine 
du comportenrent lineaire pour q > qt est bien 1. 

Ce nornbre ” suffisant” est a conrprendre a la lumiere des resultats precedents : il faut que ce 
nornbre soit assez grand devant environ 4 echelles integrales, par exenrple 2 5 echelles integrales. 
On peut ainsi diminuer la variability statistique due a l’ecart-type 6 des (q) en les nroyennant 
sur les sous-signaux. Ce precede necessite une etude statistique plus approfondie des estimateurs 
(caracterisation de leur biais de leur variance). Un telle etude a recemment ete entreprise en colla¬ 
boration avec Stephane Roux, du laboratoire de physique de l’ENSL [149]. 

10.3.4 Conclusion 

On a done nrontre sur l’exemple des cascades d’ondelette aleatoires que l’effet de linearisation 
depend tres peu de la resolution r des processus etudies, voire plus lorsque r < 2~ 10 , et ne dependait 
pas non plus du nornbre Ni n t d’echelles integrales, des que N m t etait superieur a quelques (4) 
echelles integrales. La nrenre analyse a ete effectuee pour divers processus multifractals (cf. par 
exenrple [92]), aboutissant toujours aux nrenres conclusions. 


10.4 Conclusion : l’effet de linearisation 

On vient done de rnettre en evidence que l’effet de linearisation decrit au chapitre precedent, 
dans le cas des processus de cascade de Mandelbrot canonique analysees avec les coefficients £“(g) 
construits sur les coefficients d’agregation, etait observe de fagon en tout point similaire pour tons 
les processus multifractals, analyses avec tons les exposants ( p (q), sans influence notable de la 
resolution ou du nornbre d’echelles integrales des signaux analyses. 


On resume done tous ces resultats de la fagon unique suivante. Pour tout processus multifractal 
X, dont on cherche a estimer les exposants construits a partir de quantites multi-resolution 

p quelconques, il existe un ordre critique, note </+, tel que : 



<Px{q) si 0 < q < q+ 

1 + l p'x( ( lt)q si q>qt 


( 10 . 1 ) 


oil le synrbole —> denote la lirnite de la nroyenne pour un nornbre infini de realisations du processus 
aleatoire analyse. 

L’ordre critique se definit a partir de la fonction pxiq) selon : 


qt / i + qt<Px(qt) = <px(qt)- 


( 10 . 2 ) 


Remarquons encore une fois que la definition ordre critique q+ est reliee au zero de la transformee 
de Legendre de la fonction c px{q )• En effet, en parametrant la transformee de Legendre par q (en 
utilisant h = tp' x (q)), on a : TL[px\{h) = 1 + q(p' x {q) — ipx(q)- Done q = qt correspond bien a 
TL[<p x ](h)= 0. 

6 Quite a augmenter l’eventuel biais de ces estimateurs. 
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Interpretation 

Ce resultat est interprets en terrnes multifractals de la rnerne fagon qu’au chapitre precedent : 
puisque les formalisnres multifractals correspondant aux exposants C p (q) fournissent une mesure du 
spectre de singularity du processus multifractal analyse, l’effet de linearisation est la traduction du 
fait que ce spectre de singularity ne peut prendre que des valeurs positives. En particular, il n’y 
a pas de sens a vouloir mesurer des dimensions fractales negatives pour le spectre de singularity. 

10.5 Estimation de l’ordre critique 

L’effet de linearisation vient d’etre numeriquement caracterise. II se traduit essentiellement 
par l’existence d’un ordre critique qt au-dela duquel les estimateurs ( p (q) des exposants ( p (q) se 
comportent lineairement en fonction de l’ordre q. Si les propriety multifractales des signaux etudies 
(la fonction (p(q) ou le spectre de singularity associes) sont connus, on peut alors analytiquement 
en deduire la valeur de qt- En revanche, dans le cas ou on ne connait pas de fagon theorique les 
propriety multifractales des signaux etudies, par exemple dans le cas des signaux experimentaux, 
on ne peut pas connaitre theoriquement la valeur de l’ordre critique qt- Or cette valeur est cruciale 
si l’on veut effectuer une analyse de ces donnees, car a la lumiere de ce qui vient d’etre rnontre dans 
les paragraphes precedents, la mesure des exposants ( p (q) pour q > qt n’apporte pas d’information 
supplementaire. En particulier, si l’on veut comparer deux modeles proposes pour la description des 
propriety multifractales (par exemple comparer les modeles log-normal et de She-Leveque dans le 
cas de la turbulence pleinement developpee, cf. le paragraphe 8.2.4), il n’est prudent de comparer 
les valeurs obtenues aux valeurs predites par les modeles seulement pour q < qt- 

Il est done necessaire d’avoir a disposition un outil pour estimer a partir des signaux etudies la 
valeur de l’ordre critique q+. Un tel estimateur va etre ici defini, et numeriquement caracterise en 
le testant sur des realisation synthetiques de processus multifractals. 

10.5.1 Estimateur qt 

L’estimateur qui est ici propose repose sur l’idee simple suivante. L’effet de linearisation precedem- 
rnent decrit statue que l’estimateur Cx X^) passe d’un comportement a un autre : pour q < qt, 

Cy (q) — <px(q), tandis que pour q > qt, C\Xq) — a t + fit<1- On peut done essayer de construire 

deux modeles asymptotiques a partir des estimees ^.(g), l’un decrivant les ” petits” ordres : 

0 < q < qt, note A\(q), et l’autre les ’’grands” ordres : q > qt, note A-ziq), et alors definir 
1’estimateur de qt comrne la valeur de l’ordre q pour lequel les estimees CJx (o) passent du rnodele 
Ai(q) au rnodele A 2 (q). 

Modele asymptotique ^(d) 

Le modele asymptotique A 2 (q) est facile a definir, puisqu’il s’agit de la partie lineaire des 

estimees tx, (q)' definira ainsi par une regression lineaire de txS ( l) pour q G [ 91 , 92 ], ou 91 

est assez grand devant qt- Bien sur, on ne connait pas qt, puisque l’on cherche a 1’estimer, nrais 
il est assez facile a partir des estimees (, p x . ( 9 ) (cf. le paragraphe 10.2) de se faire de visu une idee 
grossiere de sa valeur. 

On choisit ainsi 91 (respectivement 92) egal a environ deux (respectivement trois) fois cette 
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estimation grossiere, et l’on obtient par regression lineaire de ( x .{q) pour q 6 [< 72 , Q 3 ] : 

M{q) = oit + (3tq- 


Modele asymptotique A\(q) 

Pour le modele asymptotique A\(q), la situation est plus compliquee. II n’est pas aise de rai- 
sonner directement sur les £ x (q ), simplement parce qu’il apparait difficile de definir une zone 
d’ajustement pour un quelconque modele, contrairement a A 2 (q). On utilise plutot la transformee 
de Legendre de ( r -^ (q). En effet, d’apres les resultats des paragraphes precedents, il apparait as- 

sez clairement que la transformee de Legendre de CxXo) decrit bien (pour chaque realisation) la 
transformee de Legendre de ipx{q ) pour D > 0.5. On appellera cette partie de la transformee de 
Legendre (D > 0.5) partie superieure. 

De plus, dans la plupart des situations (cf. le paragraphe 10.2), la partie superieure a une forme 
de cloche, ou encore de parabole renversee, et il apparait ainsi sense d’essayer de l’ajuster par un 
polynome d’ordre 2 : po + p\h -\- p 2 h?. C’est le polynome de plus bas degre qui puisse tenir cornpte 
du caractere courbe de la transformee de Legendre des C\Xq)- On rnontre tres facilement que la 
transformee de Legendre d’un polynome d’ordre 2 est un polynome d’ordre 2, ce qui aboutit done 
a un modele quadratique pour les estimees (x Xq) '■ 

Ai(q) = so + siq + s 2 q 2 - 

Comrne c’est la partie superieure de la transformee de Legendre qui est ajustee, cela correspond 
bien a un modele pour q proche de 0. En effet, puisque les (x{q) son t concaves, leur transformee 
de Legendre est inversible, et l’on a : Xx .i (q) = 1 + min/, ^qh — TL[^.](h)^j , et en particulier : 

Cy (0) = 1 + maxfj TL[C P x ](h). Le maximum de la transformee de Legendre correspond a Q v x (0) et 
la partie superieure (telle que TL[£ x ](h) > 0.5) aux ( x (q) pour q G [ 0 , 73 ], avec q-j < q^■ A\(q) 
correspond done bien a un modele des C, p x (q) pour les ’’petits” ordres. 


De maniere precise, on construit le modele Ai(q) de la faqon suivante. On calcule les estimees 
Cy(h) P ou i' Q > —0.5 jusqu’a 73 precedemment defini. La transformee de Legendre des (x.(q) est 

alors calculee, et sa partie superieure (TL[Cy.,](^) > 0.5) est ajustee par un polynome de degre 2. 
On en deduit alors en inversant la transformee de Legendre le modele A\(q). 

Notons que l’on choisit q > —0.5 7 , afin que la transformee de Legendre des £ x (q) ait un 
maximum bien defini. L’ajustement par une parabole est alors plus robuste, et cela perrnet de 
stabiliser la methode. 


Estimateur qt 

L’estimateur qf est alors defini de la faqon suivante : 

qt / \SM)~Mqt)\ = \SM)-Mqt) 


(10.3) 


'Pour une telle valeur d’ordre, les estimees Cx 0) ne son t en pratique jamais divergents, quels que soient les 
coefficients p utilises. 
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qt quantifie done bien l’ordre q pour lequel les estimees (, v x \q) passent du comportement modelise 
par A\(q) a celui modelise par A- 2 (q). 

Mise en oeuvre de qt 

L’usage de la definition(10.3) est illustree sur la figure 10.8, on l’estimateur ainsi construit est 
applique a une realisation du processus de cascade d’ondelette aleatoire (le nrenre que celui utilise 
precedenrnrent), avec r = 2 -13 et N mt = 2'. On rappelle que pour ce processus, qt — 8.94. On a 
ici choisi q -2 = 20 et q% = 30 (ces ordres ne sont cependant pas forcenrent porte sur les figures pour 
plus de visibility), puisque l’on peut juger de visu en premiere approximation que l’ordre critique 
est autour de q = 10. 



q q 


Fig. 10.8 - Cascade d’ondelette aleatoire. Une realisation. Gauche : estimees C rwcio) 
(o), nrodele A\(q) (trait tiret-tiret) et nrodele A 2 (q) (trait point-tiret). Droite : distances 

Crwcil) ~ Ai(q) (trait tiret-tiret) et Crwc{q) — A 2 (q) (trait point-tiret) 

On trouve sur cet exemple qt — 9.3. 

Caracterisation de qt 

Bien que l’estimateur sernble fonctionner correctement dans ce cas particulier, pour lequel la 
methode est bien adaptee puisque la fonction <p r wc(o) est parabolique, le nrodele A\(q) etant alors 

un ajustement des estimees C rwc (v) P our Q ^ Qt P ar l eur expression theorique, une etude soigneuse 

met en evidence le fait suivant : la nroyenne et l’ecart-type qt depend du nornbre Ni n t d’echelles 
integrales des realisations analysees. 

En effet, lorsque l’on nroyenne les resultats obtenus avec qt sur N r g a i = 400 realisations 
independantes, aux proprietes identiques a celle que l’on vient d’utiliser en exemple (i.e. r = 2 -13 
et Ni n t = 2 7 ), on obtient une nroyenne de ~ 9.72 8 et un ecart-type de ~ 1.0. L’estimateur est done 

8 On s’est par ailleurs assure que le nombre de realisations utilisees, N r eai = 400, etait suffisant pour que la moyenne 
et l’ecart-type donnes aient statistiquement un sens. 
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notablement biaise, puisque qt — 8.94. 

La rnerne experience numerique est alors effectuee avec r = 2 -13 rnais N in t = 2 4 puis Ni n t = 2 4 , 
et les resultats portes dans le tableau suivant : 


moyenne de qt 
N int = 2 7 — 9.72 

N int = 2 4 ~ 9.57 

N int = 2 2 ~ 9.27 

Le constat suivant s’impose done : le biais de l’estimateur qt depend du nornbre Ni nt d’echelles 
integrales des realisations etudiees, et diminue de plus lorsque N mt augmente. 

Conclusion 

L’estimateur qt n’a done pas grand interet, puisqu’il depend de N int . II laisse cependant en- 
trevoir une solution : puisque le biais de qt diminue avec le nornbre d’echelles integrales, on peut 
penser qu’en pre-decoupant les donnees en blocs contenant un nornbre variable d’echelles integrales, 
on puisse gerer ce biais, voire le faire disparaitre. 

10.5.2 Estimateur qt (Nbiocs ) 

On definit ainsi un nouvel estimateur de l’ordre critique qt , qui sera note qt (Nbiocs)- La 
definition de cet estimateur a ete elle-aussi guidee par l’analyse systematique de realisations synthe- 
tiques de processus multifractals, et a ete obtenue apres de nombreux essais, non concluants, de 
possibles variantes, qui ne seront bien sur pas toutes explicites. On essayera cependant d’insister 
sur les points importants du chernin qui a abouti a la definition de qt{Nbi ocs )- 

Decoupage des realisations en Nbi ocs sous-blocs 

Chaque realisation est decoupee en Nbiocs sous-blocs de longueur egale. Si la realisation de depart 
contient N int echelles integrales, alors chaque sous-bloc en contiendra Ni nt /Nbi OC s- On espere ainsi 
pouvoir gerer le nornbre d’echelles integrales particulier d’une realisation a l’aide de ce parametre 
supplement aire. 

Pour chacun de ces sous-blocs sont calculees les fonctions de structure, notees S p x (q,j), avec 
m = 1,Nbiocs, e t applique l’estimateur des exposants des fonctions de structure, chaque estimee 
obtenue etant notee : Cv,. (</)• 

Moyenne sur les Nbiocs sous-blocs 

Deux options sont possibles a ce stade : soit appliquer l’estimateur qt a chaque sous-bloc, puis 
moyenner les valeurs obtenues sur les Nbiocs sous-blocs, soit moyenner les estimees (x {q) sur les 

Nbiocs sous-blocs, puis appliquer qt a la moyenne obtenue. 

Les deux options ont ete testees dans diverses situations (divers processus et divers estirna- 
teurs (P(q )). La premiere n’est en pratique pas stable numeriquement, car lorsqu’on decoupe les 
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realisations, il arrive que l’application a l’un des sous-blocs de de Palgorithme definissant qt n’abou- 
tisse pas 9 , ce qui parait finalement assez logique, car en estimant les exposants ( p (q) sur de trop 
courtes realisations (i.e. de longueur quelques echelles integrales), les estimees (x rn ( ( l) peuvent 
s’eloigner de faqon importante des comportements rnoyens, par exemple le comportement lineaire 
avec une ordonnee a l’origine proche de 1 , et l’heuristique definissant qt est alors peu pertinente. 

Definition 

L’estimateur qt (Nblocs) est ainsi defini a partir de la deuxieme option. Les estimees Ctx (o) sont 

moyennees sur les Nbi ocs sous-blocs, ce qui definit <^.(< 7 , A J u 0 cs)i qui depend de Nbi ocs - L’estimateur 

qt (cf. definition (10.3)) est applique a Cx-(?)’ ce ^ui definit alors l’estimateur qt (Nbiocs), qui 
depend bien du parametre Nbiocs ■ 


Q* (Nbiocs) / 

( Nbiocs) 1 Nbiocs) — A\(qt ( Nbiocs)) 

= 

(Nbiocs), N b i° cs ) — A 2 (qt (Nbiocs)) 




( 10 . 4 ; 


ou les modeles asymptotiques Ai(q) et A 2 (q) sont definis comrne precedemment, rnais a partir de 
C Xi (Qi Nbiocs)- 


On a ainsi construit un estimateur qui depend d’un parametre supplementaire, Nbi ocs , qui va 
permettre de controler le biais de l’estimateur dans la plupart des situations. 

10.5.3 Characterisation de qt (Nbiocs) 

Cascade d’ondelette aleatoire log-normal 

L’estimateur qt(Nbi OC s) est numeriquement caracterise, notamment sa dependance selon Nbi ocs , 
sur le precedent exemple de cascade d’ondelette aleatoire. N r g a i = 400 realisations independantes 
ont ete synthetisees et analysees, avec r = 2“ 13 et N mt = 2 7 . Le parametre Nbi ocs prend les va- 
leurs : Nbi ocs = 1, 2,2 2 ,2 3 , 2 4 ,2 5 ,2 6 et 2 7 . L’ondelette utilisee est l’ondelette de Daubechies avec 3 
moments nuls. 

Les resultats de la figure 10.9 illustrent bien la dependance selon Nbi ocs de l’estimateur qt (Nbi ocs ), 
et notamment son biais. On voit que l’on peut ajuster le parametre Nbiocs a fiu de s’affranchir raison- 
nablement de ce biais. Ce biais diminue en effet lorsque Nbiocs augmente, et s’annule (a l’interieur 
des intervalles de confiance) lorsque Nbiocs = 2 6 , c’est-a-dire lorsque les sous-blocs ont une longueur 
de 2 echelles integrales (on rappelle que Ni nt = 2 7 ). L’ecart-type de l’estimateur diminue lui-aussi 
avec N U o CS . 

On observe done qu’il est ainsi possible de controler le biais de l’estimateur qt (Nbi ocs ) en faisant 
varier Nbiocs-, et ainsi de tenir cornpte du nornbre N mt d’echelles integrales de la realisation etudiee. 
En effet, lorsque Nbi ocs est choisi de faqon a ce que chaque sous-bloc ait une duree de 2 echelles 
integrales, le biais de l’estimateur est nul. Ce constat a ete verifie en utilisant le merne processus, 
rnais en utilisant des valeurs differentes pour Ni n t : le biais de l’estimateur s’annule a chaque fois 
lorsque Nbiocs est choisi de faqon a ce que chaque sous-bloc ait une duree de 2 echelles integrales. 

9 Par exemple si l’on a toujours : C, v x . m (?) — ^ 4 i(<?)| < ICx; TO (?) — ^2(5)I- 
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Fig. 10.9 Cascade d’ondelette aleatoire. Gauche : moyenne des qt{Nbi ocs ) sur les N ri s a i = 400 
realisations en fonction de log 2 -/Vft/ ocs . Les intervalles de confiance correspondent a ± 2 ecarts-type 
estimes. La droite horizontale rappelle qt — 8.94. Droite : ecart-type de qt ( Nbi ocs ) en fonction de 
Ntiocs, dans un diagramme log-log. 

Mouvement brownien fractionnaire en temps multifractal 

Les resultats precedents sont tres interessants, rnais on peut se demander s’ils ne sont pas dus a 
la particularity de ce processus d’avoir des exposants quadratiques pour q < g+. En effet, le rnodele 
quadratique Ai(g) est alors tout particulierement adapte, rnais ce n’est pas le cas en general, ou 
les exposants n’ont aucune raison d’etre quadratiques pour q < q^. 

L’estimateur qt {Nbiocs) est done caracterise a l’aide d’un autre processus, le mouvement brow¬ 
nien en temps multifractal (cf. annexe D), construit a partir d’une cascade de Poisson composee 
(e’est le merne que celui utilise dans le paragraphe 10.2). On a en particulier : 

2 

<Pfbmmt(q ) =qH + 1 - E W qH - qH{ 1 - E W), avec EW q = 
ou /i = 0.04, a = 0.03 et H = 0.75. Ce choix de parametre aboutit a la valeur suivante pour q+ : 

qt - 6-87. 

On a choisi : r = 2 -10 et N in f = 2 5 . Enfin N r ^ a i = 400 realisations ont ete synthetisees. 

Les resultats presentes sur la figure 10.10 sont analogues a ceux obtenus pour la cascade d’on¬ 
delette aleatoire. Le biais de l’estimateur qt{Nbi ocs ) diminue lorsque le nornbre de sous-blocs aug- 
rnente, et s’annule (a l’interieur des intervalles de confiance) lorsque Nbi OC s est tel que chaque 
sous-bloc a pour longueur 2 2 echelles integrales (on rappelle que !Vj ni = 2 5 ). L’ecart-type diminue 
lui-aussi avec Nbi ocs , jusqu’a Nbi ocs = 2 4 (correspondant a des sous-blocs de 2 2 echelles integrales). 

L’estimateur qt (Nbi OC s) se comporte ainsi de faqon analogue sur ce processus que pour le pro¬ 
cessus precedent : si le nornbre Nbiocs de sous-blocs est ajuste de faqon a ce que les sous-blocs aient 
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Fig. 10.10 - Mouvement brownien fractionnaire en temps multifractal. Gauche : moyenne 
des qt ( Nbi ocs ) sur les N r ^ a i = 400 realisations en fonction de log 2 Nm ocs . Les intervalles de confiance 
correspondent a ± 2 ecarts-type estimes. La droite horizontale rappelle qt ~ 6.87. Droite : ecart- 

type de qt {Nbiocs) en fonction de Nbiocs i dans un diagramme log-log. 


une longueur de quelques (2 ou 4) echelles integrales, l’estimateur est non-biaise (a l’interieur des 
intervalles de confiance). Notons de plus que cette valeur est de plus reperee ici par l’arret de la 

diminution de l’ecart-type estirne de qt{Nbi OC s)- 

Autres processus 

L’estimateur a ete numeriquement caracterise de la rnerne faqon sur un choix le plus large pos¬ 
sible de processus multifractals (de type fonction et de type densite), rnais aussi en utilisant d’autres 
coefficients pour definir les fonctions de structure (coefficients d’agregation, coefficients dominants). 
Les resultats ne sont pas exhaustivement presentes ici, et seuls deux exemples representatifs (les 
deux precedents) sont ici discutes. 

Les resultats precedents ont ete observes dans une large majorite de situations. Le biais de 
qt {Nbiocs) diminue lorsque Nbi OC s augmente, et s’annule (a l’interieur des intervalles de confiance), 
lorsque Nbiocs est choisi de faqon a ce que chaque sous-bloc ait une longueur de quelques echelles 
integrales, toujours 2 ou 4 10 . L’ecart-type de qt {Nbiocs) diminue lui aussi avec Nbi ocs , jusqu’a ce 

que Nbiocs atteigne la valeur pour laquelle qt {Nbiocs) est non-biaisee, ou il devient alors constant 
(sauf pour les cascades d’ondelette aleatoires log-normales), ce qui peut permettre de reperer la 
valeur de Nbi OC s pour laquelle le biais disparait. 

Deux limitations ont cependant ete observees. La premiere concerne la valeur-meme de qt- 
L’estimateur devient inoperant lorsque qt < 3. II perrnet en effet d’estimer l’ordre critique d’un 

10 On peut mettre ce resultat en parallele avec l’etude de la dependance de l’effet de linearisation avec le nombre 
Ni n t, qui avait conclu que 1’efFet de linearisation ne dependait pas de N. ln t des que Ni n t etait superieur a quelques (2 
ou 4) echelles integrales. 
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cascade de Mandelbrot canonique log-normale, de parametre m = 0.1125 (cf. le chapitre precedent), 
pour laquelle — 2.98, nrais tous les essais pour estimer des ordres critiques plus faibles ont echoue. 
Si l’estimateur fournit une valeur proche de 3, son utilisation sernble done etre discutable. 

De plus, il a ete observe un biais residuel non-nul dans le cas (e’est le seul pour lequel cette 
observation a ete faite) d’une cascade d’ondelette aleatoire dont la fonction ip rW c{q ) correspond a 
la nrodelisation de She-Leveque [160] 11 de l’intermittence de la vitesse turbulente (cf. paragraphe 
8.2.4) : 

( Prwc{q ) — 77 4 “ 2 

y 

ce qui aboutit a un ordre critique (/+ ~ 12.36. 

On a realise N r( s a i = 400 realisations, avec r = 2~ 13 et N, in f = 2 7 . 




l0 92 (N bkxs> 



|Q 92 (N blocs’ 


Fig. 10.11 - Cascade d’ondelette aleatoire correspondant au modele de She-Leveque. 

Gauche : nroyenne des qt {Nbiocs) sur les N ri z a i = 400 realisations en fonction de log2 Nbi ocs - Les 
intervalles de confiance correspondent a ± 2 ecarts-type estimes. La droite horizontale rappelle 
~ 12.36. Droite : ecart-type de qt{Nbi ocs ) en fonction de Nbiocs , dans un diagranrme log-log. 

On obtient alors les resultats representes sur la figure 10.11. L’estimateur qt{Nbiocs) fournit 
done dans ce cas particular une valeur notablenrent differente, nrerne lorsque le nornbre Nbiocs 
de sous-blocs est choisi de faqon a ce que chaque sous-bloc ait une longueur de 2 ou 4 echelles 
integrales (i.e. Nbiocs = 2 5 ou 2 6 puisque Ni nt = 2'). On peut de plus remarquer que ces resultats 
sont tres proches de ceux precedemment obtenus avec la cascade d’ondelette aleatoire log-normale, 
avec m = 0.37 et a = 0.19 (cf. figure 10.9), qui correspond a une autre nrodelisation, la nrodelisation 
log-normale, des exposants des fonctions de structure de la vitesse turbulente (cf. le paragraphe 
8.2.4). II avait deja ete remarque que ces deux nrodeles predisaient des exposants C p {q)> tres proches 
pour q > 0 (cf. le paragraphe 8.2.4). On a done deux nrodeles differents, pour lesquels les fonctions 
<p(q) sont tres proches (pour q < q +), bien que definissant des ordres critiques q+ notablenrent 

11 I1 faut alors choisir une loi log-Poisson pour les multiplicateurs W, cf. le chapitre precedent. 
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differents (qt ~ 8.94 contre qt ~ 12.36). 


L’estimateur qt (Nbiocs ) semble done incapable de distinguer ces deux processus, qui ont la par¬ 
ticularity d’avoir des exposants ( p (q) tres proches, bien que des ordres critiques qt notablement 
differents. En particulier, il n’arrive pas a estimer correctement qt dans le cas de la cascade d’onde- 
lette aleatoire log-Poisson. C’est done une limitation importante, bien que ce soit la seule situation 
etudiee ou qt(Nbi OC s ) ne fournissait pas des resultats satisfaisants. 

Mode d’emploi de qt(N blocs ) 

Un mode d’emploi peut done etre degage, a la lumiere des nombreux tests effectues. 

(i) II faut commencer par mesurer le nornbre d’echelles integrales des donnees analysees, ce qui 
se fait facilement en etudiant les fonctions de structure (elles se comportent en loi de puissance 
pour les echelles plus petites que l’echelle integrale). 

(ii) On utilise ensuite l’estimateur qt {Nblocs) en faisant varier Nm ocs depuis 1 jusqu’a la valeur 
pour laquelle les sous-blocs ont une longueur d’environ une echelle integrale. 

(iii) On prend alors les valeurs de qt (Nbiocs), qui sont en pratique proches, obtenues lorsque 
les valeurs de Nbi OC s correspondent a des sous-blocs de 2 et 4 echelles integrales et on en prend la 
moyenne. On peut de rnerne donner un intervalle de confiance empirique en le definissant comrne 

plus ou rnoins deux fois la moyenne des ecarts-type estimes de qt (Nbiocs) pour 2 et 4 echelles 
integrales. 

Ce mode d’emploi sera mis en application sur des donnees de vitesse turbulente dans le chapitre 

12 . 

10.5.4 Conclusion 

Un estimateur de l’ordre critique qt a done ete construit et caracterise sur un large panel de 
processus numeriques, ce qui perrnet de definir un mode d’emploi pour son utilisation. II fournit 
dans un grand nornbre de cas un bonne estimation de qt- II faut cependant rester humble quant-a 

l’utilisation de l’estimateur qt (Nbiocs)- H a en effet ete defini de faqon totalement empirique, et on a 
vu qu’il pouvait dans certains cas donner des estimations notablement biaisees de qt (par exemple 
dans le cas des cascades d’ondelette aleatoires correspondant a la modelisation She-Leveque) et 
devenait inoperant lorsque qt devenait trop petit (i.e. qt < 3). 

II est done necessaire d’avoir a l’esprit ces limitations lors de l’utilisation de l’estimateur 
qt (Nbiocs), bien qu’il rnontre globalement un comportement satisfaisant. II est, quoiqu’il en soit, 
le seul outil, a notre connaissance, permettant d’avoir une idee assez precise (bien plus precise en 

tout cas que l’observation seule des ( p (q) mesures ou de leur transformee de Legendre) de la valeur 
de qt lorsque celui-ci n’est pas theoriquement connu. 

10.6 EfFet de linearisation et ordre critique negatif qf 

Jusqu’ici, seule l’estimation des exposants ( p (q) d’ordres q positifs a ete etudiee. Le formalisme 
multifractal base sur les coefficients d’agregation, en ce qui concerne les densites, et les formalismes 
multifractals bases sur les coefficients dominants et mrnto pour les fonctions, sont les seuls qui per- 
mettent d’estimer les exposants C p (q) avec q < 0. Le formalisme multifractal base sur les coefficients 
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mmto etant tres gourmand en temps d’utilisation des ordinateurs, et le formalisme multifractal base 
sur les coefficients dominants n’etant utilise que depuis peu, ce travail de these ne s’est que peu 
consacre a la caracterisation de l’estimation des exposants d’ordre negatif. 

On se contentera done ici de donner l’enonce de l’effet de linearisation pour les ordres q < 0, et 
de l’illustrer sur quelques exemples. 


10.6.1 Effet de linearisation et ordre critique q * 

L’effet de linearisation se presente bien sur de faqon symetrique (ordres positifs ou negatifs), 
puisqu’il est lie conrme on l’a vu a la necessaire positivite du spectre de singularites des processus 
etudies. Ainsi, la partie droite du spectre de singularites (cf. le chapitre 5) est elle aussi linritee par 
la condition D > 0. II existe done, pour tout processus multifractal, un effet de linearisation pour 
les ordres q < 0 identique (mutatis mutandi) a celui qui vient d’etre decrit pour les ordres q > 0. 


Ainsi, pour tout processus multifractal X, dont on cherche a estimer les exposants CM 
construits avec des quantites multi-resolution p, et definis pour les valeurs negatives de q. il existe 
un ordre critique negatif, note q~ < 0, tel que : 


f <Px(q) si q* < q < 0 

1 1 + si q<q* 


(10.5) 


ou le symbole —> denote la lirnite de la nroyenne pour un nornbre infini de realisations du processus 
aleatoire analyse. 

L’ordre critique q~ se definit a partir de la fonction px{q) selon : 


q* / qt <0 et 1 + qt t Px(qt) = <px(qt)- 


( 10 . 6 ) 


Notons que ce resultat est nrontre dans les articles d’Ossiander-Waymire [136, 137] qui etudient 
1’estimation des exposants ( a (q) dans le cas des cascades de Mandelbrot canoniques. 


10.6.2 Illustrations 

L’effet de linearisation pour les ordres negatifs est illustre ici sur deux exemples. 


Cascade de Mandelbrot canonique 

On analyse ici le processus de cascade de Mandelbrot canonique log-normale, caracterise par la 
fonction : 

Vcmc(q) = rnq{ 1 -q) + q, 

avec le choix suivant : m = 0.1125, ce qui perrnet de calculer q~ : 


q* 



-2.98 


On remarque au passage que pour les nrodeles log-normaux, = — q* . 


X r 4 ai = 100 realisations ont ete synthetisees, avec r = 2 12 et Ni nt = 2 5 . Les resultats sont 
portes sur la figure 10.12. 
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Fig. 10.12 - Cascade de Mandelbrot canonique. Gauche : exposants C cmc (l) I xmr 5 realisations 
(o) et Ccmc (o) ( d )) nroyenne des Q mc (q) sur N r g a i = 100 realisations, trait continu : fonction 
<p c mc{q) et trait en pointille : comportement lineaire asymptotique. Droite : TL[Q mc .](h) (o) et 
leur nroyenne (□), transfornree de Legendre de tp c mc{q ) (trait continu). 


Cascade d’ondelette aleatoire 

Des realisations du processus de cascade d’ondelette aleatoire sont ici analysees, avec les for- 
nralisnres multifractals bases sur les coefficients dominants et sur les coefficients rnnrto. La cascade 
d’ondelette aleatoire utilisee est la nrenre que precedemment : c’est une cascade d’ondelette aleatoire 
log-nornrale : 

cr 2 In 2 2 

<Prwc{q) = mq -- —q . 

II a ete choisi m = 0.37 et a = 0.19, ce qui pernret d’exprimer q~ : 



Nreal = 400 realisations ont ete synthetisees, avec r = 2 13 et Ni nt = 2 4 . Les resultats sont 
portes sur la figure 10.13. 


Conclusion 

Les descriptions precises des resultats obtenus pour l’effet de linearisation dans le cas q > 0 dans 
les paragraphes precedents s’appliquent directenrent (mutatis mutandi) aux resultats presentes sur 
les figures 10.12 et 10.13. L’effet de linearisation qui intervient pour les valeurs negatives de l’ordre 
q < 0 est done en tout point analogue a celui intervenant pour les ordres positifs, et ne sera done 
pas plus longuement discute. 
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Fig. 10.13 - Cascade d’ondelette aleatoire. Gauche : exposants Crwci(q) pour 5 realisations (o) 
et Crwa(q) (□), moyenne des Crwa(q) sur N r< z a i = 400 realisations, trait continu : fonction <p rW c(q) et 
trait en pointille : comportement lineaire asymptotique. Droite : T L[(rwa\(h) (o) et leur moyenne 
(□), transformee de Legendre de <p r wc{q ) (trait continu). Formalismes multifractals bases sur les 
coefficients dominants (haut) et coefficients mrnto (bas) 

10.6.3 Estimation de l’ordre critique q~ 

Definition 

On peut de rnerne transposer aux ordres negatifs l’estimateur qt{Nbi ocs ) de l’ordre q+ (cf. le 
paragraphe 10.5.2), definissant ainsi un estimateur de l’ordre q~, note q*(Nbi OC s)- H suffit pour cela 
de changer le signe des valeurs d’ordres utilises. 

Application aux cascades d’ondelette aleatoires 

L’estimateur q*(Nbi ocs ) est applique a N r ^ a i = 100 realisations de cascade d’ondelette aleatoire 
log-normale, de la rnerne faqon qu’au paragraphe 10.5.2. Les realisations sont caracterisees par 
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r = 2 -13 et Ni n t = 2 7 . L’analyse est effectuee a l’aide des exposants definis a partir des coefficients 
dominants, en utilisant l’ondelette de Daubechies a 3 moments nuls. Les resultats sont presentes 
sur la figure 10.14, et sont a mettre en parallele avec ceux obtenus dans la merne situation avec 
qt{N b iocs ) (figure 10.9). 






'°92< N blocs) 


Fig. 10.14 - Cascade d’ondelette aleatoire. Gauche : moyenne des q * (. N b i ocs ) sur les N r g a i = 100 
realisations en fonction de log 2 -/Vfcz ocs . Les intervalles de confiance correspondent a ± 2 ecarts-type 
estimes. La droite horizontale rappelle q~ — —8.94. Droite : ecart-type de q*{Nbi OC s) en fonction 
de N b i ocs , dans un diagramme log-log. 

On observe done que l’estimateur q*(N b i ocs ) se comporte differemment par rapport a l’estima- 

teur q+. Contrairement a l’estimation de l’ordre critique positif q+, l’estimateur q*(N b i ocs ) echoue 
a estinrer correctement q~ : les valeurs moyennes obtenues lorsque le nornbre N b i ocs de sous-blocs 
est tel que chaque sous-bloc ait une longueur de 2 ou 4 echelles integrales (i.e. N b i ocs = 2 5 et 
Nbiocs = 2 6 ) sont notablement differentes de la valeur attendue q~ — —8.94. 

Conclusion 

L’estimateur q* {Nbiocs) n e fonctionne done pas, merne dans un cas simple oil la fonction c px{q ) 
est quadratique (on rappelle que le rnodele A\(q) - cf. paragraphe 10.5.2 - utilise est quadratique, 
et sernble done particulierement adapte a cette situation). La cause de ce resultat negatif n’est pas 
a ce jour comprise, et le probleme de construire un estimateur capable d’estimer l’ordre critique 
negatif q~ reste done a regler. 
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Chapitre 11 

Effet de linearisation en dimension d 
et coupes geometriques 


Nous allons desormais nous interesser a l’analyse multifractale pratique de realisations de pro¬ 
cessus definis sur M rf . L’effet de linearisation que l’on vient de presenter et de caracteriser dans 
le cas d = 1, se generalise aisement pour d > 1. II sera alors illustre dans le cas de cascades de 
Mandelbrot canoniques definies sur M 3 (paragraphe 11.1). 

On peut se poser la question suivante pour les processus multifractals definis sur : lorsque 
l’on a seulement acces a une coupe geometrique de ce processus, par exemple une coupe plane d’un 
processus defini sur M 3 , a quoi doit-on s’attendre quant-a la rnesure des exposants C\{l) '■ En par- 
ticulier, comment se traduit l’effet de linearisation dans cette situation ? Cette question est d’une 
grande importance en pratique. En effet, d’un point de vue experimental, il n’est parfois possible 
d’acceder qu’a une rnesure de type coupe geometrique d’un phenomene defini sur M rf . C’est typique- 
rnent le cas lorsque des mesures de vitesse sont effectuees dans un ecoulement turbulent, qui evolue 
dans un espace a 3 dimensions, a l’aide d’un anemometre a fil chaud : on obtient un profil de vitesse 
a une dimension. II est alors naturel de se demander en quoi l’analyse multifractale de ces signaux 
a 1 dimension perrnet de remonter aux proprietes du phenomene evoluant en 3 dimensions. Cette 
question va etre abordee au paragraphe 11.2. II va etre ainsi rnontre que l’analyse multifractale de 
coupes geometriques d’un processus ne perrnet pas d’acceder a la totalite du spectre de singularites 
de ce processus. 

11.1 Effet de linearisation en dimension d 

11.1.1 Definition 

L’interpretation multifractale qui est faite de l’effet de linearisation est que le spectre de singu¬ 
larites du processus multifractal etudie ne peut prendre que des valeurs positives (cf. paragraphe 
10.4). Cette interpretation ne depend bien sur pas de la dimension de l’espace sur lequel ce proces¬ 
sus est defini. Si le processus est defini sur M d , on s’attend bien sur au rnerne resultat : le spectre 
de singularites ne peut prendre que des valeurs positives, c’est-a-dire entre 0 et d, et non plus entre 
0 et 1 comrne c’etait le cas dans les deux chapitres precedents. 

La generalisation de l’effet de linearisation se fait bien sur de faqon identique pour les valeurs 
positives et negatives de l’ordre q. Afin de ne pas alourdir le propos, on se limitera dans ce chapitre 
au cas q > 0. 


143 



Ordre critique qt' dD 

Puisque la definition de l’ordre critique q+, pour d = 1, est reliee au zero de la transformee de 
Legendre de la fonction <p-\{q) (cf. paragraphe 10.4), on generalise cette definition a la dimension 
d, pour laquelle la transformee de Legendre de ifx(q) est : 

TL[(p x ](h) = d + nun ( qh - ip x (q)) ■ 

On obtient ainsi la definition de l’ordre critique qt' dD en dimension d : 

qt 4D / d+q+’ dD tp' x (q+’ dD ) = cp x (q+’ dD ). ( 11 . 1 ) 


Effet de linearisation en dimension d 

L’effet de linearisation en dimension d s’enonce alors de la faqon suivante : pour tout processus 
multifractal X defini sur M d , dont on cherche a estimer les exposants construits a partir de 

coefficients multi-resolution p quelconques, il existe un ordre critique, note qt’ dD , tel que : 



tpx{q) si 0 < q < qt' dD 

d + <p , x (qt’ dD )q si q > qt' dD 


( 11 . 2 ) 


oil —i denote la convergence de la moyenne pour un nornbre infini de realisations. Notons que 
l’ordonnee a l’origine du comportement lineaire asymptotique est la dimension d. 


11.1.2 Illustration 

L’effet de linearisation en dimension d va etre illustre a l’aide de cascades de Mandelbrot cano- 
niques definies sur M 3 (cf. les annexes D et C). 

Methodologie 

La methodologie est la meme que celle utilisee dans les chapitres precedents : N r( s a i = 100 
realisations du processus de cascade de Mandelbrot canonique a 3 dimensions sont synthetisees, 
avec une distribution log-normale pour les multiplicateurs W, ce qui donne la fonction (p C mc{q) (cf. 
annexe D) : 

<Pcmc(q) = —log 2 EW g + 3 q = mq{ 1 - q) + 3 q, 
oil m = 0.1125. On peut alors facilement determiner qt’ 3D : 



On a choisi : r = 2 7 et Ni n t = 2 1 , ce qui correspond a 2 8 x 2 8 x 2 s = 2 24 echantillons numeriques 
et a.2 1 x 2 1 x 2 1 = 2 3 blocs d’un echelle integrale de cote. 

Enfin, l’analyse est faite a l’aide les exposants (q), construits a partir des coefficients d’on- 
delette discrets (cf. annexe C), en utilisant l’ondelette de Daubechies avec 1 moment nul. 
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Fig. 11.1 - Cascades de Mandelbrot canoniques. Gauche : exposants C cma(q) P our 5 
realisations (o) et Ccmaio) ( n )) nroyenne des ( d m Ci (q ) sur ^real = 100 realisations, trait continu : 

fonction (f C mc(q) et trait en pointille : comportement lineaire asymptotique. Droite : TL[(^ c .\(h) 
(o) et leur nroyenne (□), transfornree de Legendre de <p C mc(q) (trait continu). 


Resultats 

Les resultats obtenus sont reportes sur la figure 11.1, et sont done bien analogues, mutatis 
mutandi (par exemple le comportement lineaire asymptotique a pour ordonnee a l’origine 3), a 
ceux observes pour d = 1. L’extension de l’effet de linearisation en dimension d qui vient d’etre 
proposee est done bien verifiee sur cet exemple. 

Puisqu’il a ete nrontre dans le cas d = 1 que l’effet de linearisation ne dependait ni du processus 
multifractal analyse, ni du fornralisme multifractal utilise, il est ici adrnis que cette extension 
s’applique a tous les processus multifractals et a tous les formalismes multifractals. 

11.1.3 Estimation de l’ordre critique q+’ dD 

L’ordre critique qt’ dD , associe a l’effet de linearisation en dimension d, est analytiquement 
connu grace a la relation (11.1) portant sur la fonction <px{q)- Lorsque celle-ci n’est pas connue, 
par exemple lors de l’analyse de donnees experiment ales, il faut l’estimer, comrne il a ete discute au 
paragraphe 10.5, oil a ete defini l’estimateur qt {Nbiocs)- Cet estimateur, construit pour les processus 
multifractals definis sur R, est ici generalise pour les processus definis sur R^. 

Definition de l’estimateur qf' dD (N m ocs ) 

Le signal etudie est tout d’abord sous-decoupe en Nbi ocs sous-blocs, de rnerne cote. On utilise 
comrne pour qt{Nbiocs) un e division dyadique des signaux etudies, e’est-a-dire que Nu ocs vaut 2 dk , 
avec k entier positif. Les exposants des fonctions de structure sont mesures sur chacun de ces sous- 
blocs, ce qui definit Nw ocs estimees m (q)- On nroyenne alors les C, p x _ m (q) sur les Nbi ocs sous-blocs, 

ce qui definit Cx ( (d, N blocs)- 
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L’estimateur qt' dD {Nbi ocs ) est construit apartir de deux modeles asymptotiques, A\(q) et A 2 (q) 
(cf. la definition (10.4)). Le modele asymptotique A±{q), conqu pour modeliser CxXq^ Nbi ocs ) pour 
les plus faibles valeurs de q (q < q+), est obtenu pour d = 1 par un ajustement de sa transformee 
de Legendre pour D > 0.5 (cf. le paragraphe 10.3), c’est-a-dire pour la rnoitie superieure, puisque, 
en moyenne, les transfornrees de Legendre des estimees CxXl) son t comprises entre 0 et 1. Lors 
de l’analyse multifractale des signaux definies sur M d , les transfornrees de Legendre des estimees 
Cx io) son t en revanche comprises entre 0 et d. La zone d’ajustement definissant le modele A±{q) 
est alors par analogie definie sur la rnoitie superieure, c’est-a-dire pour D > d/2, et est toujours un 
modele quadratique : 

A\{q) = so + siq + s 2 q 2 ■ 

Le modele A 2 {q) est defini cornrne lorsque d = 1 (cf. le paragraphe 10.3) : il est obtenu par 
regression lineaire de CxXQi ^biocs) entre q 2 et q 3 , ou q 2 (resp. q;$) est choisi cornrne egal a 2 (resp. 
3) fois l’estimation grossiere de qt' dD par l’allure des estimees CxXq) : 

A 2 (q) = at + (dtq- 


Validation 

II est difficile de faire la rnerne caracterisation numerique que celle effectue lorsque d = 1 , car 
l’analyse des signaux definis sur devient tres gourmande en memoire informatique et en temps 
de calcul lorsque d augmente. En particular, il est difficile, a resolution r fixee, de faire varier sur 
une large plage le parametre Ni nt , car le nornbre total d’echantillons correspondant est (Ni nt /r) d . 
On se contentera done de verifier qu’en decoupant les signaux en sous-blocs de quelques echelles 

integrales de cote, l’estimateur qt’ dD {Nbi ocs ) perrnet l’estimation de qt' dD . 

On utilise pour cela le processus de cascade de Mandelbrot canonique defini sur M 3 (paragraphe 
11.1.2), pour lequel l’ordre critique est connu : qt' dD — 5.16. 

Puisque les realisations synthetisees de ce processus au paragraphe 11.1.2 ont des cotes de 2 
echelles integrales, le choix Nbi ocs = 1 suffit a definir des ”sous-blocs^ de 2 echelles integrales de 
cote, choix qui perrnet a 1 dimension de faire disparaitre le biais de qt(^biocs)- 

L’estimateur qt' iD {Nbi ocs ) est alors applique a ces realisations avec Nbi ocs = 1, et sa valeur 

moyenne (sur toutes les realisations) est ~ 5.3. L’estimateur qt’ iD {Nbiocs) perrnet bien dans ce 
cas-la d’estimer correctement la valeur de l’ordre critique qt' 3D ■ 

11.1.4 Conclusion 

L’effet de linearisation s’etend done facilement aux processus multifractals definis sur M rf . Il 
n’est pas ici systematiquenrent etudie de faqon numerique, comrne cela a ete fait pour d = 1 (cf. 
le chapitre precedent), rnais, puisque la valeur de la dimension d joue un role transparent pour 
l’effet de linearisation, on suppose que toutes les conclusions auxquelles ont abouties les analyses 
numeriques precedemment effectuees avec d = 1 , s’etendent aux valeurs quelconques de d. 
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11.2 Coupes geometriques de processus definis sur W l 

11.2.1 Problematique 

Nous allons desormais nous interesser a la question suivante : etant donne un processus multi¬ 
fractal defini sur R d , avec d > 1, quelle information peut-on obtenir a partir de l’analyse multifrac- 
tale d’une coupe geometrique de dimension S inferieure de ce processus (par exemple une coupe 
plane (6 = 2) du processus precedent, defini sur M 3 ) ? En particulier, puisque le spectre de singula¬ 
rites, objet de l’analyse multifractale, est defini a partir de la notion de dimension, la dimension de 
Hausdorff, il est essentiel de se demander s’il est possible d’avoir acces a l’integralite du spectre de 
singularity du processus defini sur M rf . La question est d’une grande pertinence pratique lorsqu’on 
s’interesse a la turbulence pleinement developpee, puisque l’on a bien souvent acces qu’a des coupes 
a une dimension de ce phenomene evoluant dans M 3 . En effet les mesures les plus courantes sont 
effectuees a l’aide de techniques d’anemometrie a fil chaud, procurant un enregistrement temporel 
en un point de l’ecoulement, converti via l’hypothese de Taylor de turbulence gelee (cf. le chapitre 
2 ) en un profil spatial a une dimension. 

Plusieurs travaux ont aborde cette question, notamment dans le cadre de l’analyse multifractale 
de signaux turbulents [108, 109, 153, 110, 158], en utilisant comrne point de depart le raisonnement 
”un coefficient = un exposant de Holder” discute au chapitre 9. Ces travaux suggerent notamment 
la possibility, a partir de l’analyse multifractale de coupes geometriques (par exemple une rnesure 
mono-dimensionnelle de vitesse dans un ecoulement turbulent tri-dimensionnel), qu’il est alors 
possible de remonter a la totalite du spectre de singularites du processus etudie. La caracterisation 
numerique effectuee dans ce chapitre a l’aide du processus de cascade de Mandelbrot canonique, 
rnontre clairement que cela n’est pas possible en appliquant un formalisme multifractal sur les 
coupes geometriques. Cela ne signifie pas que les coupes geometriques ne peuvent pas permettre de 
mesurer l’integralite du spectre de singularites du processus sous-jacent, rnais que ce but ne peut 
etre atteint a l’aide de formalismes multifractals appliques a des coupes geometriques. Mandelbrot 
[108, 109, 110] suggere d’ailleurs une methode alternative, base sur le raisonnement ”un coefficient 
= un exposant de Holder” (cf. le chapitre 9). II s’agit d’etudier la statistique du coefficient multi¬ 
resolution associee dans ce cadre au plus faible exposant de Holder, pour une realisation donnee. 
L’augmentation du nornbre de realisations analysees doit ainsi permettre d’acceder a des dimensions 
fractales de plus en plus faibles, i.e. ”de plus en plus negatives”. Cette methode sernble cependant 
discutable, puisque l’hypothese sur laquelle elle repose (”un coefficient = un exposant de Holder”) 
n’est en fait pas valable (cf. le chapitre 9). 

11.2.2 Nouvelles notations 

La fonction ip r jP(q) caracterisant les proprietes multifractales du processus aleatoire X, defini 
sur R rf , depend de la dimension d. Par exemple, pour les cascades de Mandelbrot canoniques utilisees 
au paragraphe precedent : 

vimcid) = -log 2 IEIE 9 + dq. 

Puisque l’on s’interesse ici a des coupes geometriques, et qu’il faut done rnanier differentes dimen¬ 
sions en merne temps, cette definition n’est pas tres appropriee. 

Afin de simplifier la discussion qui va suivre, de nouvelles notations sont ainsi introduites. II est 
defini, a partir de la fonction (q) caracterisant le processus aleatoire multifractal X, la fonction 
<t>x{q) ■ 

<t>x(q)=<P < x(q)~dq. (11.3) 
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Par exemple, dans le cas des cascades de Mandelbrot canoniques definies sur (cf. l’annexe D), 
on a simplement : 

^cmc(q) = -log 2 EW q . 

La fonction 4>x{q) est independante, pour les processus multifractals de type densite qui sont 
utilises dans ce chapitre, de la dimension d pour laquelle ils sont definis. Cela simplifie notablement 
la presentation des resultats sur l’etude des coupes geometriques, objet de la seconde partie de ce 
chapitre. 

Puisque les exposants C\{q) tendent, a l’interieur de l’intervalle critique [ 0 , qt’ dD ], vers <fjp{q), 
on definit les exposants, souvent utilises dans la litterature, T x .(q) : 

?<(«) = <£( 3 )-^ ( 1L4 ) 

et ces derniers tendent alors, toujours a l’interieur de l’intervalle critique [ 0 , qt’ dD ] vers 4>x{q) lors 
de l’analyse multifractale du processus aleatoire X sur R rf . 

Les transformees de Legendre des exposants t x (q) et ( x (q) sont reliees entre, de faqon simple, 
puisque le minimum de (qh — ( x (q) + dq) est realise pour h = (C x-Yiv) ~ d ■ 

TL[^ i \(h) = TL[g i \(h-d). (11.5) 

Rappelons que si le formalisme multifractal est verifie pour l’analyse effectuee, le spectre de singu- 
larites du processus X est donne par la transformee de Legendre des ( x Jq). et non des t x , (q). 

11.2.3 Analyses ID, 2D et 3D 

Afin d’apporter des elements de reponse a la question de l’effet des coupes geometriques sur 
l’analyse multifractale, une approche numerique est encore une fois ici utilisee, dans la lignee des 
etudes precedemment presentees de l’effet de linearisation. Ainsi, des realisations de processus 
definis sur vont etre synthetisees, et des analyses multifractales de leurs coupes geometriques 
de dimension 5 < d effectuees. Par exemple, les exposants T x (q) seront mesures directement sur les 
realisations definies sur M 3 (d = 3), rnais aussi sur leurs coupes a 2 dimensions (plans, 6 = 2) et a 
1 dimension (droite, (5 = 1). 


La terminologie suivante est utilisee : analyse 5D, pour l’analyse des coupes de dimension <5, 

et les exposants correspondants sont notes r x SD (q). Notons enfin que la transformee de Legendre, 
utilisee pour representer les resultats, sera definie en coherence avec la dimension S de l’analyse (5D 
effectuee : 

TL[r x SD ](h) = 5 + min (ah — T x SD (q) 



11.2.4 Methodologie 

La caracterisation numerique ici proposee est effectuee sur des cascades de Mandelbrot cano¬ 
niques definies sur M 3 (d = 3). De fagon plus precise, N r< s a i = 100 realisations du processus de 
cascade de Mandelbrot canonique a 3 dimensions sont synthetisees, avec des multiplicateurs W 
log-normaux, ce qui conduit a la fonction (cf. l’annexe D) : 

<t>\Imciq ) = m q ( 1 - q)- 
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On a choisi m = 0.1125, pour la rnenre raison que precedemment : c’est la valeur du parametre 
m qui correspond a la valeur couramment adrnise du parametre d’intermittence dans la description 
log-normale de la dissipation (se reporter par exemple a [58]). Enfin, la resolution est r = 2~ 7 et 
le Ni n t = 2 1 , ce qui correspond a 2 8 x 2 8 x 2 s echantillons numeriques et a 2 1 x 2 1 x 2 1 = 2 3 blocs 
d’un echelle integrate de cote. 

Sur chaque realisation sont effectuees 24 coupes a 6 = 2 dimensions, c’est-a-dire 24 plans. Pour 
chacune des 3 directions de R 3 , 8 plans, perpendiculaires a cette direction et regulierement espaces 
de 2 r ’ = 32 echantillons, sont obtenus. L’analyse 2D est effectuee alors sur chacun de ces plans, ce 
qui conduit a l’analyse de 2400 coupes planes de 2 8 x 2 8 echantillons, et on etudiera la moyenne 

'T'cmc!(q) sur ces 2400 coupes. 

Enfin, des coupes a 5 = 1 dimension sont effectuees selon chaque direction de R 3 , regulierement 
espacees de 2 5 = 32 echantillons, c’est-a-dire 2 3 x 2 3 = 64 coupes pour chacune des 3 directions, 
et done 192 coupes a une dimension pour chaque realisation. L’analyse ID s’effectue ainsi sur un 
total de 19200 coupes ID de 2 8 echantillons. 

Chacune des coupes, 2D ou ID, est caracterisee, par construction, par r = 2~ 7 et Ni nt = 2 1 . 

Les analyses multifractales sont toutes realisees a l’aide des coefficients d’ondelette discrets (a 
3, 2 ou 1 dimensions), en utilisant pour ondelette l’ondelette de Daubechies a 1 moment nul (cf. 

l’annexe B). Les regressions lineaires permettant la rnesure des exposants Tcmciiq) sont definies sur 
une ganrnre commune d’echelles pour les trois analyses. 


11.2.5 Resultats 

Les resultats obtenus selon les trois analyses (3D, 2D et ID) sont reportes sur la figure 11.2. 


Les resultats des figures de gauche sont bien sur identiques a ceux discutes au paragraphe 
11.1, l’analyse 3D coincidant avec l’analyse realisee dans ce paragraphe. Seule la representation est 

differente, puisque ce sont les exposants Tcnicf (<?) qui sont traces, et non les £emef (on rappelle que 

Tcmc^ = CcmcP — 3 q). On retrouve bien l’effet de linearisation tel que decrit au paragraphe 11.1, 

nrais selon un ” vocabulaire” legerement different : les exposants Tcmc?(q) tendent en moyenne vers 
( i>cmc(q ) pour q < qt ’ 3D , oil qt’ 3D est defini a partir de 4> C mc{q) selon : 


3 + qt’ 3D KmM’ 3D ) = <t>cmMi ’ 3D ), 

et deviennent lineaires selon l’ordre q pour q > qt’ 3D : 



ferric ( ( 1 ) 

3 + < i>'cmc(qt’ 3D )q 


* n / s' -T,3-D 

si 0 <q<q* 

^ +,3 D 

si q > q* 


Passons a la discussion, plus interessante, des resultats obtenus avec les analyses 2D et ID, c’est- 
a-dire issues des coupes geometriques de dimension 2 et 1. L’analyse multifractale des coupes planes 
(analyse 2D, figures du milieu) aboutit au constat clair suivant : les coupes geometriques planes se 
comportent, du point de vue de l’analyse multifractale effectuee avec un fornralisme multifractal 
”2D”, conrme des realisations d’un processus multifractal aleatoire defini sur R 2 , et caracterise par 
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Fig. 11.2 - Cascades de Mandelbrot canoniques definies sur M 3 . Haut : (/>cmc(q) (trait 
continu), Tcmc? (q) (o) et comportements lineaires asymptotiques associes (trait en pointilles). Bas : 
TL[(j) cmc \(h) (trait continu) et TL[Tcmcf]{h) (o). Analyses 3D (gauche), 2D (milieu) et ID (bas). 


la meme fonction Acmc(q) 1 ■ 



(frcmM) si 0 <q< qt' 2D 

o i AJ ( +?2Z)\ • s. -b,2.0 

2 + PcmcKQ* ®1 9 > 4* 


avec l’ordre critique qt 


defini par : 

2 + qt’ 2D J>' cm M’ 2D ) = ’ 


Un effet de linearisation, comrne defini au paragraphe 11 . 1 . 1 , est done bien observe, qui correspond 
a la valeur d = 2 pour la dimension. 


Le constat est le meme pour l’analyse ID, e’est-a-dire pour l’analyse de coupes a 1 dimension des 
realisations definies sur M 3 : l’effet de linearisation est bien observe, et correspond a celui observe 
pour un processus multifractal defini sur M (d = 1 ), de meme fonction 4> C mc{q) 2 ■ 

d',1D / \ J 0cmc (q) si 0 < q < qt ,1D 

Tcmci \q) —► S . ,/ / +, 1 ZK . ^ +,1 D ) 

[ 1 + <PcmM* )q si q > q* 

1 C’est-a-dire de fonction AW (l) correspondante : AW (<?) = ficmciq) + 2 q. 

2 C’est-a-dire de fonction AW (?) correspondante : AW (?) = <t>cmc(q) + q- 
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avec qt’ 1D defini par : 


1 + qt’ 1D <t>'cmMi’ 1D ) = 


,1 D\ 


Discussion 

Interessons-nous ici plus particulierement aux valeurs des ordres critiques qt ' 5D . Leurs valeurs 
numeriques se deduisent facilement, puisque 4> C mc = rnq(l — q), avec m = 0.1125 : 

qt’ 3D 5.16, qt' 2D ^ 4.22, qt’ 1D ~ 2.98. 

On a en particular : 

qt ,3D > qt’ 2D > qt' lD - 


Ainsi, l’analyse multifractale 3D perrnet d’avoir acces a la connaissance de la fonction c i> C mc(q ), 
done aux proprietes du processus, pour une gamme d’ordres q ([0,g^’ 3D ]) plus large que celle per- 
rnise par l’analyse 2D ([0, qt' 2D ]), elle rnerne plus large que celle issue de l’analyse ID ([0, qt’ 1D })- 
Ces garnmes d’ordres correspondent a des comportements lineaires d’ordonnees a l’origine de, res- 
pectivement, 3, 2 et 1. 

En terrnes de transformee de Legendre, cela signifie que l’analyse 3D perrnet la rnesure de la 
partie de la transformee de Legendre de 4> C mc(q), definie avec d = 3 : 

TL[(j) cmc \(h) = 3 + min (qh - <j>cmc{q)), 
q 

comprise entre les ordonnees 0 et 3, l’analyse 2D ne permettant que la rnesure de cette transformee 
de Legendre (toujours definie avec d = 3) entre les ordonnees 1 et 3, et enfin l’analyse ID ne 
fournissant sa rnesure qu’entre les ordonnees 2 et 3. Ce constat est illustre sur la figure 11.3, ou les 
moyennes des transformees de Legendre, definies avec d = 3, sont tracees sur un rnerne graphe. 


11.2.6 Conclusion 

Comrne l’effet de linearisation decrit au chapitre precedent (cf. le paragraphe 10.4) ne depend 
pas du processus multifractal particulier etudie, on etend les resultats ici obtenus lors de l’analyse 
numerique de la cascade de Mandelbrot canonique definie sur M 3 a tous les processus multifractals 
definis sur M d . 


Les coupes geometriques de dimension 5 de realisations d’un processus X defini sur M. d (avec 
done 8 < d) se comportent, depuis le point de vue de l’analyse multifractale realisee a l’aide d’un 
formalisme multifractal ” <5D”, comrne les realisations d’un processus defini sur M* 5 , caracterise par 
la rnerne fonction c j>x(q)- L’effet de linearisation est en particulier observe comrne pour les processus 
definis sur M 5 : 

-,SD 

-i , 11 ( +,5Dx . ^ ,.+,SD J (11.6) 

1 + 4> x {q* )q si a > ~ 


p,SD 

r x 


(q) 


0 < q < q* 
q>qt 

v. 

avec qf' SD defini par : 

<5 + qt’ SD <P'x(qt ,SD ) = <t>x (qt ,5D )- 

II est important de noter que les ordres critiques qt’ SD croissent avec 8. Par exemple : 

qt ,1D < qt ,2D < qt' 3D - 
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Fig. 11.3 - Cascades de Mandelbrot canoniques definies sur M 3 . Gauche : (j) C mc(q ) (trait 

continu) et (q) (o), Tcmc^^q) (□), Tcmcf {q) (o) et comportements lineaires asymptotiques as- 

socies (trait en pointilles). Droite : T L[(f> cmc ](h) (trait continu) et TL[Tcmc^]{h) (o), TL[Tcmc^]{h) 

(□)T L[Tcmc^](h) (o). Toutes les transformees de Legendre sont definies selon TL[f](h) = 3 + 
min q (qh- f{q)). 


Cela est du a la definition rnerne des ordres critiques et a la propriete de concavite de la fonction 
(j>x{q) (cf. l’annexe D). 

Ainsi, 1’analyse 8D d’un processus defini sur M d , c’est-a-dire l’analyse de coupes geometriques de 
dimension 5 < d, ne pernret de mesurer la fonction (f>x(q) que sur la garnrne d’ordres q : [0, qf’ SD ]- 
On denommera dans ce memoire de these ce resultat effet de coupe. Son corollaire en terrne de 
transformee de Legendre est qu’il n’est seulement possible de mesurer la partie comprise entre 
les ordonnees (d — 5) et d de la transformee de Legendre de c fix{q ), definie selon TL[(j)x](h) = 
d + mm q (qh - <f>x(q))- 

Consequences pour l’analyse multifractale 

Si le formalisme multifractal associe aux exposants r p,dD (q), calcules avec <5 = d, est verifie, 
c’est-a-dire que leur transformee de Legendre pernret la nresure du spectre de singularites Dx(h) 
du processus multifractal : 

TL[^ b ](h + d) = D x (h), 

cela signifie que l’on ne peut mesurer la totalite du spectre de singularites avec un formalisme 
multifractal 5D, applique aux coupes de dimension 8 , que dans le cas trivial 8 = d. En effet, les 
resultats precedents signifient qu’il n’est alors seulement possible de mesurer la partie du spectre 
de singularites D\{h) comprise entre d — 8 et d, et l’analyse multifractale effectuee n’aboutit ainsi 
que partiellenrent. 
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L’effet de coupe depasse done l’effet de linearisation precedemment decrit, qui traduisait le fait 
que les exposants de Holder presents dans un processus multifractal etaient associes a des ensembles 
iso-Holder de dimension de Hausdorff necessairement positive. Un formalisnre multifractal ”5D” ap¬ 
plique aux coupes geometriques de dimension 5 n’est pas sensible a tous les exposants de Holder 
que possede le processus, rnais seulement ceux associes a des dimensions de Hausdorff superieures 
a (d-5). 
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Chapitre 12 

Effet de linearisation en turbulence 
pleinement developpee 


Une utilisation courante des estimateurs des exposants ((q) est l’analyse de signaux issus de la 
turbulence pleinement developpee. Ces estimateurs pernrettent notamment de mesurer le spectre 
de singularity des signaux de vitesse ou de dissipation turbulentes. II est done interessant, a la 
lunriere de l’effet de linearisation qui vient d’etre discute dans les trois precedents chapitres, de se 
pencher sur la rnesure des exposants des fonctions de structure en turbulence pleinement developpee. 

II va etre ainsi rnontre que l’effet de linearisation, precedemment caracterise sur les processus 
multifractals, se produit de nraniere analogue pour les signaux de turbulence, ce qui est coherent 
avec l’usuelle description multifractale des signaux turbulents pour les echelles inertielles [138, 58] 
(cf. le chapitre 1). Cela implique en particulier l’existence d’un ordre critique g+, dont la valeur sera 

estimee, sur des signaux de vitesse turbulente, a l’aide de l’estimateur qt{Nbiocs) (cf. le paragraphe 
10.5). La valeur ainsi obtenue sera discutee et pernrettra une relecture des resultats sur l’estinration 
des exposants Cv(q) pour les signaux de vitesse eulerienne. 

Des donnees de dissipation 3D, issues de simulations DNS (cf. chapitre 2) seront ensuite ana- 
lysees, et les resultats compares a ceux obtenus pour des processus multifractals au chapitre 
precedent, pernrettant alors de discuter l’effet de coupes geometriques sur la rnesure des expo¬ 
sants des fonctions de structure. 

Toutes les indications techniques concernant les donnees, ainsi que les equipes qui les ont obte- 
nues et les references associees sont contenues dans le chapitre 2. Afin de ne pas alourdir le discours, 
il ne sera pas fait de reference systenratique a ce chapitre lorsqu’on discutera les donnees. 

12.1 Vitesse turbulente eulerienne 

Commenqons par l’analyse de signaux de vitesse eulerienne. On utilisera pour cela les 4 jeux 
de donnees issus des 4 experiences decrites dans le chapitre 2, de nornbre de Reynolds respectifs 
R x ~ 380, R x ~ 580, R x ~ 2000 et R x ~ 3200. 

12.1.1 Mise en evidence de l’effet de linearisation 

Nous allons d’abord nrontrer que les signaux de vitesse turbulente sont sujets au rnerne effet de 
linearisation que celui decrit pour les realisations de processus multifractals. 
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Methodologie 

Deux jeux de donnees (les donnees de l’ENSL, R\ — 380 et R\ ~ 580) sont composes de 80 
runs, dont la duree (en echelles integrales) est de respectivement 2 s et 2 7 echelles integrates pour 
chaque run. Les deux autres ne contiennent qu’un run, rnais de grande duree (~ 3100 echelles 
integrales pour les donnees de Modane, et ~ 1600 pour les donnees GReC). Comme il a ete ex- 
plique dans les chapitres precedents, les estimees Cv{q) des exposants des fonctions de structure sont 
des variables aleatoires, qui possedent en pratique des ecarts-type non-negligeables pour les valeurs 
elevees de q, rnerne pour un grand nornbre d’echelles integrales. Afin de s’affranchir de ces effets 
de variability statistique, il convient alors de decouper ces donnees en plusieurs morceaux (comme 
il a deja ete fait dans le paragraphe 8 ), contenant un nornbre suffisant (a la lumiere des resultats 
precedents) d’echelles integrales (par exemple 2 6 ), et d’appliquer les estimateurs £■ v(q) sur chacun 
de ces morceaux, que l’on appellera simplement ’’run”, comme s’il s’agissait de runs independants. 
En moyennant alors sur ces plusieurs runs, on "gomme” les effets dus a l’ecart-type, et on obtient 
ainsi le comportement rnoyen des (t(q). 

Les donnees de Modane sont ainsi decoupees en 64 runs de longueur environ 2 6 echelles integrales, 
et les donnees GReC en 25 runs de longueur environ 2 6 echelles integrales aussi. 


Les parametres concernant les runs pour tous les jeux de donnees sont resumes dans le tableau 
suivant : 


donnees 

ENSL, R x ~ 380 

ENSL, R x ~ 580 

Modane 

GReC 

R\ 

~ 380 

~ 580 

~ 2000 

~ 3200 

nornbre de runs 

80 

80 

64 

25 

longueur des runs (en echantillons) 

2 20 

2 2 ° 

401408 

2 22 

echelle integrale (en echantillons) 

2 12 

2 13 

2 13 

2 16 

nornbre d’echelles integrales 
par run (N mt ) 

2 8 

2 7 

2 6 

2 6 


Les donnees sont analysees exactement de la rnerne faqon qu’au chapitre 10, dont on reprendra 
les notations. Chacun des runs est analyse, en utilisant le formalisme multifractal base sur les 
coefficients d’ondelette discrets et l’ondelette de Daubechies avec 3 moments nuls (cf. annexe B), ce 
qui definit les estimees £ ^(q). Notons en particulier que la zone de regression lineaire, permettant 
la rnesure des exposants (^ (q), a ete soigneusement choisie, comme cela a deja ete precisement 
decrit dans le chapitre 8 pour les donnees de Modane. 

Resultats pour les donnees de l’ENSL, R\ ~ 580 

Commenqons par analyser les resultats obtenus sur les donnees de l’ENSL, de nornbre de Rey¬ 
nolds R\ — 580. Les resultats sont portes sur la figure 12.1. Ils sont analogues a ceux obtenus avec 
les processus multifractals au chapitre 10. Pour chaque run, les estimees (q) ont un comporte¬ 
ment non-lineaire en fonction de l’ordre q pour environ q < 6 , puis deviennent lineaires en fonction 

de q : CxXl) — + Ptq pour environ q > 12. Le comportement lineaire asymptotique, caracterise 

par les parametres at et /3t, est different pour chacun des runs : at et fit sont des variables 
aleatoires. Enfin, lorsque l’on moyenne les estimees Cx (o) sur l es 80 runs de ce jeu de donnees, on 
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observe le comportement lineaire asymptotique, ~ at + fitq, caracterise par at — 0.93, raisonna- 
blement proche de 1 puisque l’ecart-type estimee de la variable aleatoire at est 0.33. 

Ces resultats se traduisent sur la transformee de Legendre des exposants : les transformees 
de Legendre des estimees Cx, ( ( i) sont limitees par un point d’accumulation, dont les coordonnees 
(ht,Dt) prennent des valeurs differentes pour chaque run, et dont la moyenne sur les 80 runs est 
( ht,Dt ) avec Dt = 0.07 en accord avec la relation at = 1 — Dt (cf. chapitre 10). 



Fig. 12.1 - Donnees de l’ENSL, R\ ~ 580. Haut : exposants CxXq) pour 1 run (gauche), 
5 runs (milieu) et moyenne txX q) sur l es 80 runs. Trait en pointille : comportements lineaires 
asymptotiques. Bas : transformees de Legendre des exposants (x (q) pour 1 run (gauche), 5 runs 
(milieu) et moyenne des transformees de Legendre des CxXo) sur l es 80 runs. 

On observe done un effet de linearisation analogue a celui observe sur les processus multifractals. 
Cela est deja un resultat interessant en soi, car e’est un indice supplementaire pour la pertinence 
de la description multifractale des signaux de vitesse turbulente pour les echelles inertielles (cf. [58] 
par exemple). 
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Fonctions de structure 

Tout comine on avait verifie au paragraphe 9.2.3 que les fonctions de structure des cascades de 
Mandelbrot canoniques se comportaient bien comrne des lois de puissance, on le verifie aussi sur 
les donnees de vitesse turbulente qui sont analysees (toujours les donnees de l’ENSL, R\ — 580). 
Sur la figure 12.2 sont tracees les moyennes sur les 80 runs des log 2 S$(q,j), avec q = 2, 8, 15, en 
fonction de l’octave j. On observe bien un comportement lineaire dans la zone inertielle (ici entre 
les octaves j = 7 et j = 10, on les regressions lineaires definissant la rnesure des exposants C$(q) 
sont effectuees), qui justifie la rnesure des exposants Cy(q), y compris jusqu’a q = 15. 





j 


j 


j 


Fig. 12.2 - Donnees de l’ENSL, R\ ~ 580. Moyennes de log 2 S$(q,j) sur les 80 runs, en fonction 
de l’octave j, pour q = 2 (gauche), q = 8 (milieu) et q = 15 (droite). 


Influence du nombre d’echelles integrates 

On peut par ailleurs etudier l’influence du nombre d’echelles integrales sur l’effet de linearisation 
observe sur les signaux de vitesse turbulente, comrne cela avait ete fait pour le processus de cascade 
d’ondelette aleatoire au paragraphe 10.3. On analyse toujours les 80 runs, nrais en ne prenant que 
les n premiers echantillons de chaque run (on rappelle que chaque run en contient 2 20 ), avec suc- 
cessivement n = 2 16 , 2 17 , 2 18 , 2 19 et 2 20 , ce qui correspond respectivement a des signaux contenant 
Ni n t = 2 3 , 2 4 , 2 5 , 2 6 et 2‘ echelles integrales. 

Les resultats sont presentes sur la figure 12.3, de la rnerne faqon qui sur la figure 10.7 (on ne peut 
bien sur ici definir de nombre q c , puisqu’il n’existe pas ici de fonction (px(q))- Ils montrent clairement 
que l’effet de linearisation ne depend pas du nombre d’echelles integrales Ni nt : pour chaque valeur 
de Ni n t , on observe bien un effet de linearisation, caracterise par un point d’accumulation nroyen 

(ht,Df). En particular, on a toujours Df ~ 0, et on n’observe pas une diminution de Dt avec 
Nint- 

Autres jeux de donnees 

Verifions que les resultats obtenus sur les donnees de l’ENSL, de nombre de Reynolds R\ — 580, 
se generalisent a tous les jeux de donnees analyses dans le cadre de ce travail de these. Ces donnees 
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q h 


Fig. 12.3 - Donnees de l’ENSL, R\ ~ 580. Gauche : moyenne des estimees CxX q)- Droite : 

moyenne des transformees de Legendre des (q). Ni nt = 2 3 (o), Ni nt = 2 4 (□), Nj /nt = 2 5 (+), 
N int = 2 6 (o) et N int = 2 7 (x). 

sont analysees exactement de la merne fagon que les donnees de l’ENSL, R\ ~ 580. 

Les resultats obtenus (cf. la figure 12.4) pour les autres jeux de donnees (ENSL, R\ ~ 380, 
Modane et GReC) sont analogues a ceux obtenus sur les donnees precedentes (ENSL, R,\ ~ 580) : 
1 ’efFet de linearisation est observe de fagon identique, il suffit pour s’en convaincre de se pencher sur 
les resultats nroyens (representes par des □). En particulier les points d’accumulation des moyennes 
(sur tous les runs, respectivenrent 80, 64 et 25) des transformees de Legendre sont tous d’ordonnee 
~ 0, ce qui correspond a des comportements lineaires asymptotiques d’ordonnee a l’origine ~ 1. 

Notons que l’on peut ici faire une analogie entre augmenter la resolution r des processus mul¬ 
tifractals (cf. le paragraphe 10.3) et analyser des donnees de nornbre de Reynolds de plus en plus 
grand. En effet, la resolution r controle directement la taille de la ganrme d’echelles 2 J pour laquelle 
les fonctions de structure se conrportent comnre des lois de puissance (cf. 1’annexe D), et le nornbre 
de Reynolds R\ controle la taille de la ganrnre des echelles inertielles (cf. par exenrple [58, 42]). On 
peut alors, de fagon purement formelle, faire le lien entre les figures 10.6 et 12.4. 

12.1.2 Estimation de l’ordre critique 

Puisqu’il vient d’etre montre que la rnesure des exposants ( v (q) etait sujette a l’effet de linea¬ 
risation, interessons-nous a la valeur de l’ordre critique associe. 

Predictions pour qf 

Dans le cas des processus multifractals synthetiques utilises dans le chapitre 10, les proprietes 
multifractales (en particulier le spectre de singularites) etaient theoriquement connues, et perrnet- 
taient de definir analytiquement l’ordre critique q+ a l’aide de la relation (10.2). La situation est 
differente pour la turbulence pleinement developpee : le spectre de singularites n’est pas connu 
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Fig. 12.4 - Donnees de l’ENSL, R\ ~ 380 (haut), de Modane R\ ~ 2000 et GReC 
R\ ~ 3200 (bas). Gauche : Cx (o) pour 5 runs (o), exposants (x (q) ( n ) et comportements lineaires 
asymptotiques (pointilles). Droite : transformees de Legendre des CxXo) (°) et leurs moyennes (□). 

theoriquement. II existe cependant des modeles [58], qui predisent des expressions pour les expo¬ 
sants ( v (q) et le spectre de singularities D v (h), essentiellenrent le rnodele log-normal de Kolmogorov- 
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Obukhov [85, 135] et le modele de She-Leveque [160, 100]. Ces modeles ont ete decrits au chapitre 
8 (equations (8.3) et (8.5)). En employant le point de vue aborde dans cette partie, et les notations 
associees, ces deux modeles aboutissent aux fonctions <p v ,ln(q) et <Pv,SL(q) : 

j <Pv,in(q) = Ci9 - lN 2 

\ Vv,sM= i+2[i-(i) s/3 [ ’ 

avec C i = l/2 + 3/2C 2 et C 2 = 0.025. 

On peut alors analytiquement calculer l’ordre critique a une dimension qfi pour le modele log¬ 
normal : qfi = ■\J‘ljC 2 , et le determiner graphiquement pour le modele de She-Leveque, ce qui 
fournit les valeurs : 

log-normal, C 2 = 0.025 She-Leveque 
qfi ~ 8.94 ~ 12.36 

On obtient done deux predictions notablement differentes, bien que les deux modeles predisent des 
exposants tres proches pour q > 0, comrne il en a deja ete fait la remarque au paragraphe 10.5.3. 

Estimation de qfi 

Nous allons desormais appliquer l’estimateur de l’ordre critique defini au paragraphe 10.5 aux 
signaux de vitesse turbulente. Notons que e’est toujours l’ondelette de Daubechies avec 3 moments 
nuls qui est utilisee pour tous les jeux de donnees. 

Les resultats obtenus pour les quatre jeux de donnees sont representes sur la figure 12.5. Selon 
la discussion effectuee et la methodologie decrite au paragraphe 10.5, on choisit, pour donner une 
estimation de qfi, les valeurs fournies par l’estimateur qt{Nbi ocs ) pour les valeurs de N^iocs telles 
que chaque sous-bloc contienne 2 et 4 echelles integrales, et on prend leur moyenne. L’intervalle 
de confiance est defini comrne deux fois la moyenne des ecarts-type mesures pour 2 et 4 echelles 
integrales. Les resultats sont regroupes dans le tableau suivant : 

ENSL, R\ ~ 380 ENSL, R\ ~ 580 Modane, R\ ~ 2000 GReC, R,\ ~ 3200 
~qf 7.3 ±0.9 7.7 ± 1.1 8.3 ±1.3 7.8 ± 1.5 

Les resultats obtenus fournissent des valeurs concordantes a l’interieur des intervalles de confiance : 
l’outil utilise ne perrnet pas de deceler une eventuelle dependance selon le nornbre de Reynolds R\ 
de l’ordre critique . 

Cet ordre critique estirne est proche de q ~ 7.5 1 . Comrne l’estimateur qt{Nbi ocs ) est parfois 
biaise, avec un biais negatif (cf. le paragraphe 10.5), on resume ces resultats de la fagon suivante : 

la mesure des exposants Cv{q), pour des pro fils spatiaux de dimension 1 de vitesse turbulente 
eulerienne, n’est, pas sujette a I’effet de linearisation pour les ordres inferieurs a environ q — 7.5, 
quel que soit le nombre de Reynolds R\. 

1 Etant donnees les valeurs des intervalles de confiance, on se contente ici d’un valeur choisie parmi les entiers et 
les demi-entiers. 
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Fig. 12.5 - Estimateur qt{Nbiocs ) : donnees de l’ENSL, R\ — 380 (en haut a gauche) et R\ — 580 
(en haut a droite), donnees de Modane (en bas a gauche) et donnees GReC (en bas a droite). Les 
intervalles de confiance correspondent a ± 2 ecarts-type estimes. La droite verticale signale la valeur 
de Nbi ocs pour laquelle chaque sous-bloc a pour longueur une echelle integrale. 

Discussions 

Comparons ces resultats a la litterature sur le sujet. Tout d’abord, la valeur obtenue est 
coherente avec les travaux de Schmitt et al [158, 157], qui aboutissent, a partir de considerations sur 
une modelisation proposee de ces exposants, a la valeur ~ 7.2. Notons toutefois que cette valeur est 
associe a une divergence des moments statistique pour les ordres plus grand que 7.2, contrairement 
a la description faite dans ce memoire de these de l’effet de linearisation (cf. le paragraphe 9.3). 

La valeur estimee de l’ordre critique est de plus en accord avec les conclusions de Particle [10], 
regroupant les resultats obtenus par un grand nornbre d’equipes travaillant sur la turbulence plei- 
nernent developpee, et qui aboutit a un accord pour les valeurs des exposants Cv(o) jusqu’a l’ordre 

q = 7 - 
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Les resultats ici obtenus sont done coherents avec la litterature sur le sujet. II est important de 
noter que l’une des contributions apportees au cours de ce travail de these, est d’avoir construit (et 
caracterise) un estimateur numerique de cet ordre, qui perrnet d’effectuer une rnesure directement 
a partir des signaux experimentaux (Molchan note d’ailleurs dans [120] la necessite d’un tel outil), 
sans s’appuyer sur une quelconque modelisation theorique des exposants. 

Discutons desormais la valeur obtenue, ~ 7.5, notablement plus faible que les ordres critiques 
predits par les modeles log-normal et de She-Leveque 2 . Puisque le rnodele log-normal est une bonne 
modelisation des exposants C, v (q), cornrne cela a ete rnontre au paragraphe 8.2.4, il est legitime d’es- 
sayer d’ajuster le seul parametre libre de ce rnodele, le coefficient d’intermittence C* 2 , afin d’obtenir 
un ordre critique qt = 7.5. Pour le rnodele log-normal, qt = ^2/6*2, done qt = 7.5 implique : 
C 2 — 0.036. Cette valeur est beaucoup plus elevee que celle couramment adrnise [19, 41, 104, 51] : 
C 2 = 0.025 ± 0.003. Cette explication n’est done pas la bonne. 

La valeur ~ 7.5 n’est toutefois pas en reelle contradiction avec le fait qu’un rnodele log-normal 
modelise bien le spectre de singularities de la vitesse. En effet, il a deja ete fait la remarque que 
le rnodele de She-Leveque predit des exposants tres proches (en pratique indiscernables, cf. le pa¬ 
ragraphe suivant) de ceux predits par le rnodele log-normal avec C 2 = 0.025. Les valeurs predites 
pour l’ordre critique sont pourtant notablement differentes : qt ~ 8.94 pour le rnodele log-normal, 
et qt — 12.36 pour le rnodele She-Leveque. Il est done tout-a-fait raisonnable de penser qu’un tres 
leger ecart au rnodele log-normal (avec le parametre d’intermittence C 2 = 0.025) suffise a faire 
diminuer la valeur de l’ordre critique depuis ~ 8.94 jusqu’a ~ 7.5. 

Il faut etre conscient du caractere empirique de l’estimateur qt ( Nbi ocs ) propose (cf. le paragraphe 
10.5), et done interpreter avec la plus grande prudence les resultats obtenus. En particulier, il ne 
serait pas correct d’utiliser les resultats precedents afin de discuter la pertinence de tel ou tel rnodele 
pour les exposants ( v (q)- On se limitera done a la conclusion suivante, deja enoncee : la rnesure des 
exposants pour des profils spatiaux de dimension 1 de vitesse turbulente eulerienne, n’est 

pas sujette a l’effet de linearisation pour les ordres inferieurs a environ q ~ 7.5, quel que soit le 
nornbre de Reynolds R\. 

Segregation des modeles d’intermittence 

Il est evident que si l’on veut determiner a partir d’exposants experimentaux la pertinence d’un 
rnodele, il faut comparer les valeurs obtenues pour q < g+. Il est alors interessant de comparer les 
deux modeles principaux, les modeles log-normal et de She-Leveque, sur la gamrne d’ordres ’’utiles” 
que l’on vient de determiner a l’aide de l’estimateur qt ( Nu ocs ) '■ [0, 7.5]. La figure 12.6 illustre cette 
comparaison. 

On observe done que l’ecart entre les predictions des deux modeles est minirne entre q = 0 et 
q = 7.5 : il est de rnoins de 3% en valeur relative (en bas a gauche), ce qui reviendrait a effectuer 
les mesures des exposants avec une precision absolue de 0.03 (en bas a droite) des exposants ( v {q) 
jusqu’a l’ordre q = 7.5, ce qui sernble irrealiste. Ce constat rejoint d’ailleurs bien la remarque 
effectuee au paragraphe 8.2.4, sur les tres proches predictions de ces modeles pour q > 0. 

2 Notons d’ailleurs qu’il a ete montre au paragraphe 10.5 que l’estimateur qt(Ni,i ocll ) fournit la meme estimation 
de l’ordre critique lors de l’analyse numerique de processus de cascade d’ondelette aleatoire definie selon ces modeles, 
celle predite par le rnodele log-normal (qt ~ 8.94). 
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Fig. 12.6 - Comparaisons entre les modeles log-normal (C 2 = 0.025) et de She-Leveque. 

En haut : <p Vj i n (q) (trait continu) et <p v ,sl{q) (trait en pointilles). En bas : ecarts relatif : (<p v j n (q) ~ 
l Pv,SL(q)) / <Pv,in(q) (a gauche) et absolu : (p v ,in{q)— ( Pv,SL{q) (adroite). La barre verticale en pointilles 
represente la valeur estimee de l’ordre critique : qf — 7.5. 

II reste done deux solutions a priori pour discriminer entre ces deux modeles (en tous cas a 
partir de l’analyse multifractale de signaux de vitesse turbulente) : soit effectuer la rnesure des 
exposants (, v (q) sur des donnees bi- ou tri-dimensionnelles de vitesse, soit la rnesure des exposants 
Cv(q) d’ordre negatif, puisque les predictions different alors notablement. C’est cette derniere option 
qui est employee avec succes au paragraphe 8.2.4, permettant de rnettre en evidence le caractere 
log-normal du spectre de singularites. 

12.1.3 Conclusion : Mesure du spectre de singularites 

II vient done d’etre mis en evidence que l’analyse multifractale des signaux experimentaux de 
vitesse turbulente aboutissait a l’effet de linearisation, de faqon analogue a celui observe pour 
les processus multifractals. L’effet de linearisation est un fait intrinseque a Vanalyse multifractale 
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des signaux de vitesse turbulente, tout comine il l’etait pour l’analyse mulifractale des signaux 
multifractals synthetiques. Les signaux experimentaux de vitesse se comportent done bien, du 
point de vue de l’analyse multifractale, comrne des realisations de processus multifractals, ce qui 
est coherent avec la modelisation multifractale de la vitesse turbulente pour les echelles inertielles 
(cf. chapitre 1). 

Notons de plus que les resultats obtenus dans ce paragraphe sont coherents avec la discussion sur 
l’effet de coupe effectuee au chapitre precedent. Les signaux de vitesse turbulente ici analyses sont 
en effet des coupes geometriques de dimension 1 d’ecoulements turbulents tri-dimensionnels. En 
particular, on en deduit qu’il n’est pas possible de mesurer Pensemble du spectre de singularity 
(defini pour la turbulence a trois dimensions) avec de telles coupes, rnais seulement sa partie 
comprise entre les ordonnees D = 2 et D = 3, qui correspond aux transformees de Legendre 
definies dans ce paragraphe comrne TL[f](h) = 1 + min q (qh — /(g)), comprises entre 0 et 1. 

C’est un resultat interessant en soi, puisqu’il est parfois suggere qu’il est possible d’acceder a 
une portion plus etendue du spectre de singularity D v (h), a l’aide de l’application de formalisme 
multifractal aux coupes geometriques [110, 158], en moyennant les fonctions de structure sur les 
tous les runs disponibles (ce qui revient a augmenter le nornbre d’echelles integrales Ni n t), puis en 
mesurant les exposants Cv{q) sur les fonctions de structure moyennes, et non pas en moyennant 
les estimees (/(g) sur les runs 3 . L’etude de l’influence du nornbre d’echelles integrales contenues 
dans les signaux (cf. figure 12.3) sernble ici eclairante, car elle rnontre que l’effet de linearisation ne 
depend pas de N in t , et en particulier que l’on n’a pas acces a une partie plus grande du spectre de 
singularity lorsqu’on augmente la duree (i.e. le nornbre d’echelles integrales). 

12.2 Dissipation turbulente 

II est desormais discute l’analyse de donnees tri-dimensionnelles de signaux de turbulence. II 
s’agit de signaux de dissipation obtenus par DNS, simulations realisees par C.R. Koudella et E. 
Leveque (cf. le chapitre 2). Comrne cela a deja ete precise au chapitre 2, le nornbre de Reynolds de 
ces signaux, R\ ~ 140, est faible, et la garnrne d’echelles inertielles peu etendue. Les comportements 
en loi de puissance des fonctions de structure, caracteristiques des echelles inertielles en turbulence, 
ne sont ainsi observables que sur un nornbre tres restreint d’echelles, et la rnesure des exposants 
correspondants est delicate et necessairement sujette a discussion. 

On a trace sur la figure 12.7 la fonction de structure d’ordre 2 Sp’^(2, j) 4 , calculee a 3 di¬ 
mensions a l’aide des coefficients d’ondelette discrets en utilisant l’ondelette de Daubechies avec 1 
moment nul, et normalisee par 2^ afin de bien pouvoir visualiser le comportement de cette fonction 
de structure (si l’on trace directement log 2 <Sg^g( 2 , j), le facteur 2 3j predomine et on ne voit qu’une 
droite dans le diagramme log-log, alors que l’exposant local varie beaucoup (cf. figure de droite)). 
On observe bien que le comportement en loi de puissance ne s’observe au rnieux qu’entre les octaves 
j = 4 et j = 6. 


Les exposants Cd’ns (?) e t t d'ns■ (?) = C^ivs (?) — introduits au chapitre precedent (cf. la 
definition (11.4)) seront tout de merne mesures, a l’aide d’une regression lineaire des fonctions de 
structure entre les octaves j = 4 et j = 6, rnais les resultats presentes ne seront que discutes de fagon 
qualitative, en comparaison avec l’etude numerique de l’effet de coupe effectuee au paragraphe 11.2. 

3 Cela revient en fait a intervertir les operations log et de moyenne sur les runs. 

4 On reperera les donnees de dissipation DNS par DNS et non par la premiere lettre de dissipation, contrairement 
aux donnees de vitesse indexees par la lettre v, afin d’eviter toute confusion avec les notations precedentes. 
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Fig. 12.7 - Donnees de dissipation DNS, R\ ~ 140. log 2 j)/ 2 3j ^ calculee en 3 

dimensions et moyennee sur les 18 runs (gauche) et exposant local correspondant (droite). 


L’objet de ce paragraphe est done de montrer que les donnees de dissipation DNS se comportent, 
vis-a-vis des coupes geometriques, qualitativement de la meme fagon que le processus de cascade 
de Mandelbrot canonique utilise au chapitre precedent. 

12.2.1 Methodologie 

Les 18 runs disponibles (cf. le chapitre 2) sont analyses selon le meme schema que les realisations 
de cascade de Mandelbrot canonique au paragraphe 11.2. On rappelle que chacun des runs contient 
256 x 256 x 256 echantillons, et que JVj nt = 2, e’est-a-dire que chaque run est compose de 2 x 2 x 2 
blocs d’une echelle integrate de cote. 

Chaque run est analyse de trois faqons differentes. Tout d’abord une analyse 3D, en effectuant 

une transformee en ondelette discrete a 3 dimensions, ce qui conduit ainsi a 18 estimees (g). 

Ensuite, chacun des 18 runs est decoupe en 24 plans, 8 dans chaque directions, regulierement es- 

paces de 32 echantillons, ce qui correspond a 432 estimees t^sXq)- Enfin, des coupes a 1 dimension 
(analyse ID) sont analysees. Ces coupes sont au nornbre de 192 par run, 64 dans chaque direction, 

regulierement espacees de 32 echantillons, permettant la rnesure de 3456 estimees 

Notons que toutes les estimees sont obtenues par regression lineaire entre les echelles j = 4 
et j = 6 et que l’ondelette utilisee pour les transformees en ondelette discretes est l’ondelette de 
Daubechies avec 1 moment nul. 

12.2.2 Resultats 

Les resultats obtenus sont reportes sur la figure 12.8, qui est a rnettre en parallele avec la figure 
11.2, correspondant aux resultats obtenus avec le processus de cascade de Mandelbrot canonique. 


166 



























h h h 


Fig. 12.8 - Donnees de dissipation DNS, R\ ~ 140. Haut : (q) (o) et comportements 

lineaires asymptotiques associes (trait en pointilles). Bas : TL[r^^.](/r) (o). Analyses 3D (gauche), 
2D (milieu) et ID (bas). 


L’analogie entre les resultats obtenus avec les donnees de dissipation DNS, et avec le processus 
de cascade de Mandelbrot canonique est frappante : l’effet de coupe decrit au paragraphe 11.2 est 
observe, avec une grande similitude, sur les donnees de dissipation turbulente. Ainsi, l’analyse 3D 
est caracterisee par un ordre critique qt' 3D plus eleve que celui associe a l’analyse 2D ( qt’ 2D ), 
lui-meme plus eleve que celui de l’analyse ID ( qt ' 1D ) : 


q 


+ ,3 D 
* 


> q 


+,2 D 
* 


> q 


+,1 D 
* 


Notons, puisque l’on se contente ici d’une analyse qualitative des signaux de dissipation DNS, 
que les estimateurs des ordres critiques qt’ iD , qt ,2D et qt' lD ne seront pas ici appliques. II est 
toutefois interessant de discuter les predictions des modeles classiques d’intermittence pour la dis¬ 
sipation [58] : le rnodele log-normal [85, 135] et le rnodele de She-Leveque [160, 100]. Ces deux 
modeles sont caracterises par les fonctions 4>d,in(q) et 4>d,SL{q) ■ 


<t>d,in(q) = mq (i - q) 


( 12 . 1 ) 


4>d,SL{q) 





( 12 . 2 ) 


avec m = |(72 = 0.1125 (C '2 est le parametre d’intermittence associe a la vitesse), le rnodele de 
She-Leveque n’ayant pas de parametre libre. Ces deux modeles predisent alors les valeurs suivantes 
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pour les ordres critiques : 


a + ’ 1D ~ 2 98 

%,in — z - yo ’ 


+.2 D 


~ 4.22, 


^ 5.16 


+ ,1D , on +,2D . +,3D 

^*,5L — ^-22, Q*,SL ~ +°°’ Q*,SL — +°°- 


Le rnodele de She-Leveque predit done des ordres critiques infinis (au sens defini an paragraphe 
9.3) pour les analyses 2D et 3D, e’est-a-dire que l’equation definissant l’ordre critique n’a pas dans 
ce cas-la de solution. Le rnodele de She-Leveque est d’ailleurs une modelisation log-Poisson, et il 
avait ete remarque au paragraphe 9.3 que ce type de rnodele pouvait aboutir a des ordres critiques 
infinis. 


Comrne cela a deja ete signale, l’analyse ici proposee n’est que qualitative, et les resultats ne 
doivent pas etre utilises afin de discriminer les modeles. Les resultats obtenus semblent en bon 
accord avec les predictions du rnodele log-normal : les effets de linearisation observes pour chaque 
analyse (3D, 2D et ID) semblent bien etre caracterises par les ordres critiques qt' 5D predits par le 
rnodele log-normal, rnais nous nous contenterons ici de cette simple remarque. 


12.2.3 Conclusion 

L’efFet de linearisation intervenant a partir d’ordres critiques de plus en plus eleves, l’analyse dD 
perrnet d’acceder a une information de plus en plus riche lorsque 5 augmente : la garnrne d’ordres q 

pour laquelle les exposants (q) se comportent non lineairement avec l’ordre q devient de plus 

en plus etendue lorsque <5 augmente (cf. figure 12.9). 



q h 


Fig. 12.9 - Donnees de dissipation DNS, R\ ~ 140. Gauche : ^^5 (q) (o), T o^ (q) (□), 

T DNSi (q) (°) comportements lineaires asymptotiques associes (trait en pointilles). Droite : 

TL[T^)’^g](h) (o), TL[Tpffg](h) (n)TL[T^g](h) ( 0 ). Toutes les transformees de Legendre sont 
definies selon TL[f](h) = 3 + min g (qh — f{q)j. 

En terrne d’analyse multifractale, cela signifie que l’analyse 3D perrnet une rnesure complete 
du spectre de singularites associe a la dissipation turbulente, alors que les analyses 2D et ID 
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n’aboutissent qu’a une mesure partielle de ce spectre : la partie comprise entre les ordonnees D = 1 
et D = 3 pour l’analyse 2D, et celle comprise entre les ordonnees D = 2 et D = 3 pour l’analyse ID. 

Ces derniers commentaires sont illustres par la figure 12.9, ou sont regroupes les resultats 
precedents, et qui est le pendant de la figure 11.3 pour le processus de cascade de Mandelbrot 
canonique. Encore une fois, il est observe, sur ces donnees de dissipation DNS, un comportement 
qualitativement en tout point analogue a celui caracterise au chapitre precedent sur le processus 
de cascade de Mandelbrot canonique. 

12.2.4 Effet de linearisation et condition de Novikov 

La condition de Novikov [134], ou encore inegalite de Novikov, est une contrainte qui porte di- 
rectement sur les exposants C^’ 3D {q) du champ de dissipation de l’energie turbulente, et qui a parfois 
ete utilisee pour rejeter le rnodele log-normal [58]. Cette condition s’exprime de la fagon suivante : le 
champ de dissipation etant une quantite physique modelisee par des processus multifractals de type 
densites (cf. l’annexe C), c’est-a-dire de distributions a valeurs positives, la moyenne spatiale des 
puissances g-iemes des coefficients d’agregation est forcement une fonction croissante de l’echelle 
2 J , quel que soit l’ordre q > 0 5 . Les exposants des fonctions de structure correspondantes sont 
done necessairement positifs, e’est la condition de Novikov : 

C/ D (q) > o. 

Si l’on identifie les exposants Cx 3D (q) avec fonction (f 3 ^(q) lors de la discussion de la validite 
d’une modelisation du champ de dissipation, par exemple une cascade de Mandelbrot canonique 
log-normale, ce qui est faux comrne cela a ete rnontre dans cette partie de ce memoire de these, il 
est possible d’aboutir a des conclusions erronees. Par exemple, pour le rnodele log-normal [85, 135], 
tp'rflniq) = mq(l — q) + 3g, et done, lorsque q —> +oo, (fiYln — ~n i q 2 < 0) e t l’° n conclut ainsi selon 
ce raisonnement a la violation de la condition de Novikov (cf. figure 12.10). 

Comme on vient de le voir, la prediction theorique du rnodele log-normal en terrnes d’exposants 
C^ D (g) n’est pas g^ n (g), rnais (pour les ordres positifs, cf. l’annexe D) : 

si 0 < g < y/l 

La condition de Novikov n’est done pas a priori violee, elle ne Test que si 3 + rn — 2y/ 3 m < 0, ce 
qui n’est pas le cas avec la valeur couramment adrnise dans la litterature pour m [58], m = 0.1125 
(cf. figure 12.10). Notons que le rnodele de She-Leveque [160, 100], qui est caracterise par : 
<Pd,SL(q) = ~\q + 2 [1 - (|)"] + 3 q, ne viole pas non plus la condition de Novikov. 

Il sernble interessant de faire la remarque suivante : la violation de la condition de Novikov 
equivaudrait a l’existence d’exposants de Holder ’’negatifs”, puisque, par transformee de Legendre, 
h est la pente des Cd D (<i)) e t pour que ces derniers prennent des valeurs negatives, il est necessaire 
que leur derivee en prenne aussi. Notons d’ailleurs que la notion d’exposant de Holder ’’negatif” 
n’a pas de sens mathematique (cf. les definitions de l’annexe C). En extrapolant tout de rnerne 
sa definition aux valeurs negatives, il est evident que des valeurs negatives pour l’exposant h, qui 
est une caracteristique ponctuelle de la modelisation etudiee, est en contradiction avec le fait que 

5 Une condition analogue s’etablit de la meme fagon pour les ordres negatifs. 




rnq(l — q) + 3g 
g(3 + m — 2\/3 rn) 
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Fig. 12.10 Predictions du modele log-normal. Gauche : exposants Q}n n ( ( l) (ligne continue) 
et fonction < Pjj (q) (ligne en pointilles). Droite : transfornrees de Legendre correspondantes. Le 
parametre m a ete choisi selon sa valeur couramment admise : rn = 0.1125. 


l’objet etudie est une densite, selon le nrenre raisonnement effectue sur les moyennes spatiales pour 
aboutir a la condition de Novikov. C’est une version ponctuelle de la condition de Novikov (qui est 
elle globale), et qui lui est equivalente. 

12.3 Conclusion 

II vient done d’etre nrontre que l’analyse, en terrne d’estimation des exposants C, v {q) des signaux 
de vitesse turbulente, est sujette a l’effet de linearisation, de fagon tout-a-fait similaire a l’effet de 
linearisation numeriquement caracterise pour les processus multifractals synthetiques. Ce resultat 
est juge tres interessant, car la nresure des exposants ( v {q) est l’une des voies d’acces aux proprietes 
du phenonrene de turbulence pleinement developpee, notamment pour sa description multifractale. 

En particulier, la nresure des exposants des fonctions de structure pour des donnees experinren- 
tales de vitesse eulerienne a 1 dimension doit, si l’on veut par exemple comparer ces exposants a des 
predictions fournies par des nrodeles, etre linritee a la ganrme d’ordres q G [0,7.5]. Ceci est valable 
quelle que soit la taille (par exemple le nornbre d’echelles integrates presentes) des donnees ana- 
lysees : l’effet de linearisation n’est pas du a un manque de statistique, comnre cela a ete caracterise 
au chapitre 10. II est important de noter toutefois que la qualite statistique (biais et variance) de 
l’estinration, a l’interieur de la ganrnre [0, 7.5], augnrente bien evidenrnrent avec la taille des donnees 
(toujours par exemple si le nornbre d’echelles integrates augnrente). L’etude precise des proprietes 
statistiques des estinrateurs employes fait d’ailleurs l’objet d’un travail recenrnrent initie avec S. 
Roux, du laboratoire de physique de l’Ecole Nornrale Superieure de Lyon [149]. 

II a de plus ete nrontre que 1’analyse de coupes geonretriques de signaux de dissipation a 3 dimen¬ 
sions (donnees DNS) se conrportait qualitativenrent de la nrenre fagon que l’analyse effectuee sur 
un processus nrultifractal synthetique (la cascade de Mandelbrot canonique) au chapitre precedent. 
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L’effet de coupe, que l’on retrouve aussi lors de l’analyse des signaux de vitesse etudies, puisque 
ceux-ci sont des coupes a 1 dimension du phenomene a 3 dimensions de la turbulence, est done 
essentiel lors de l’analyse multifractale de donnees experiment ales. II implique en particulier l’im- 
possibilite, a partir de l’usage de formalisme multifractal pour l’analyse de signaux de vitesse 
correspondant a des coupes de dimension 1, de mesurer la totalite du spectre de singularities de la 
vitesse turbulente, qui est un phenomene defini sur l’espace habituel, a 3 dimensions. 


171 



172 



Quatrieme partie 

Au dela des lois de puissance en 
turbulence pleinement developpee 


173 



Les exposants Cv(o) des fonctions de structure des signaux de vitesse en turbulence pleinement 
developpee sont souvent supposes etre universels , c’est-a-dire independants de l’experience parti- 
culiere de turbulence etudiee, notamment a la suite du celebre article de Kolmogorov en 1941 [84], 
qui fondait un cadre descriptif base sur l’universalite de la turbulence pleinement developpee, en 
se plaqant en particulier dans la lirnite des nombres de Reynolds infinis. Kolmogorov, toujours au 
cours de la nrenre annee 1941, prevoit de plus la valeur, dans cette lirnite des nombres de Reynolds 
infinis, de l’exposant d’ordre 3 : £„(3) = 1, consequence tiree de la loi dite des 4/5 [83]. Tous les 
modeles qui furent ensuite proposes pour les exposants ( v {q) (se reporter par exemple a [58]), qui 
prennent en cornpte les proprietes d’intermittence des signaux de vitesse turbulente, et done du 
caractere non lineaire de ces exposants, respectent la condition £„(3) = 1, et se situent toujours 
dans ce cadre de description universelle. 

La rnesure pratique des exposants Cv(q) nrontre cependant de faqon claire que l’exposant Cv(3) 
est different de la valeur universelle 1, et depend de l’experience particuliere de turbulence etudiee, 
comrne cela sera illustre au chapitre 13. En revanche, les exposants (,,((/), une fois renornralises par 
Cv(3) (he. les Cv(o)/Cv{3)), concordent bien d’une experience de turbulence a l’autre [10]. II sernble 
done que la valeur de l’exposant £„(3) contienne l’information sur la particularite de l’ecoulement 
turbulent analyse (par exemple son nornbre de Reynolds R\). 

Divers travaux [96, 97, 59, 60, 47, 6, 46, 171, 118] se sont assez recemment interesses a la des¬ 
cription de la fonction de structure d’ordre 3 au dela de la loi de puissance predite par la loi des 
4/5 [83]. Ces modelisations permettent une description plus fine de la fonction de structure d’ordre 
3 mesuree experiment alenrent. 

II reste cependant a faire le lien avec la valeur de l’exposant (,.,(3), afin d’essayer de predire 
sa valeur de faqon plus precise que la prediction ( v (3) = 1, en tenant cornpte de la necessaire 
finitude du nornbre de Reynolds R\, rnais aussi de la particularite de l’ecoulement turbulent etudie, 
comrne nous allons le voir. Une modelisation de la fonction de structure d’ordre 3, valable pour les 
echelles inertielles, dans le cas de la turbulence en declin homogene (cf. le paragraphe 13.3.1), est 
ainsi decrite et discutee au chapitre 13. Elle est constitute d’un ternre predominant, qui correspond 
a la loi des 4/5, et de deux terrnes correctifs, l’un concernant les plus petites echelles inertielles 
(ternre dissipatif ), et l’autre les plus grandes (ternre non stationnaire). Le ternre dissipatif est 
universel, independant de l’experience de turbulence, tandis que le ternre non-stationnaire depend 
lui explicitenrent de la nature de l’ecoulement turbulent que l’on cherche a decrire : e’est done une 
correction non universelle a la loi des 4/5. Notons que cette modelisation ne fait pas intervenir de 
relation phenonrenologique entre les echelles caracteristiques de la turbulence (echelles integrales, 
de Tayor et de Kolmogorov, cf. l’annexe A), contrairenrent aux travaux precedenrment cites, et il est 
arguments que l’expression obtenue pernret une description plus precise de la fonction de structure 
d’ordre 3. Une prediction de l’exposant (,,(3) est alors deduite, qui tient done explicitenrent cornpte 
des deux terrnes correctifs. Cette modelisation est enfin conrparee a celle obtenue dans le cas de 
turbulence forcee [118], illustrant bien le caractere non universel du ternre correctif non stationnaire. 

La modelisation proposee est ensuite confrontee a des donnees experinrentales de turbulence 
en declin, homogene ou non au chapitre 14. Les resultats obtenus permettent de nrontrer que la 
modelisation proposee, ainsi que la prediction effectuee pour l’exposant Cv(3), sont en tres bon 
accord avec les observations experinrentales dans le cas de la turbulence en declin homogene. De 
plus, il est mis en evidence que la signature non universelle du ternre correctif non stationnaire est 
decelable sur les donnees experinrentales. Il est ainsi proposee une modelisation semi-empirique de 
la fonction de structure d’ordre 3 dans le cas de la turbulence en declin non homogene. 
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Chapitre 13 


Modelisation de la fonction de 
structure d’ordre 3 

13.1 Comparaison des exposants (v(q) sur differentes experiences 

Dans la partie precedente, divers signaux de vitesse experimentaux ont ete analyses, et les 
exposants (%(q) mesures. II est souvent attendu (se reporter a [58] par exemple) que ces exposants 
soient une caracteristique universelle du phenomene de turbulence pleinement developpee, c’est-a- 
dire independants de d’ecoulement particulier considere, en particulier de son nornbre de Reynolds 
R\ et de sa nature merne (turbulence de jet, de grille, de sillage ...). Comparons les exposants (%(q) 
mesures, afin de montrer que cette propriete d’universalite doit etre relativisee. 

13.1.1 Diverses experiences de turbulence pleinement developpee 
Resultats bruts 

Commenqons par reporter sur un merne graphe les exposants obtenus sur des donnees diflerentes, 
rnais analysees avec la merne technique, basee sur les coefficients d’ondelette discrets, et en parti¬ 
culier la merne ondelette, qui sera ici une ondelette de Daubechies a 3 moments nuls (cf. l’annexe 
B). Les donnees analysees sont decrites dans le chapitre 2 : il s’agit des donnees dont les nombres 
de Reynolds respectifs sont : R\ ~ 380 et R\ ~ 580 (donnees de l’ENSL), R\ ~ 2000 (donnees 
de Modane) et R\ ~ 3200 (donnees GReC). Notons que trois jeux de donnees correspondent a de 
la turbulence de jet ( R\ — 380, R\ — 580 et R\ — 3200) et l’autre a de la turbulence de tunnel 
(R\ ~ 2000). Les resultats sont portes sur la figure 13.1. 

La remarque suivante s’impose tout de suite : les exposants Cv(q) ne son t P as exactement les 
mernes pour tous les jeux de donnees. Par exemple, l’exposant (y(3) prend les valeurs suivantes : 
0.86 pour R\ ~ 380, 0.96 pour R\ ~ 580, 0.94 pour R\ ~ 2000 et 0.98 pour R\ ~ 3200. II ne 
sernble pas y avoir de dependance claire selon le nornbre de Reynolds R\. 

Resultats renormalises 

Comme on vient de le voir, les exposants (y(q) different bien d’une experience de turbulence 
pleinement developpee a l’autre. En revanche, lorsqu’on trace non plus directement les exposants 
Cy(q), rnais les Qi(q) renormalises par C)?(3), c’est-a-dire : C v d {q) = ( d (q)/ Cf(3), toutes les courbes 
se superposent parfaitement (cf. figure 13.2). 
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q q 


Fig. 13.2 - Exposants (' v d (q) = C v(q)/(v(3) : R\ — 380 (□), R\ ~ 580 (x), R\ ~ 2000 (o) et 
R x ~ 3200 (o). 


Ce constat est a la fois frappant et clair : on semble retrouver un comportement universel, 
c’est-a-dire independant de l’experience particuliere utilisee. 

13.1.2 Diverses methodes 

On peut de plus comparer les exposants obtenus avec diverses methodes sur un rnerne jeu 
de donnees (ici les donnees de Modane, R\ ~ 2000). On compare ici les exposants obtenus en 
utilisant soit les coefficients d’ondelette discrets, soit les coefficients dominants, soit les coefficients 
d’ondelette continus, soit les les coefficients mrnto pour construire les fonctions de structure sur 
lesquelles on rnesure ces exposants. Ces resultats sont ceux deja presentes au chapitre 8, on ne se 
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reportera done a ce chapitre pour tout detail technique concernant la mesure des exposants. Notons 
simplement que les ondelettes utilisees sont les ondelettes de Daubechies et gaussienne, toutes deux 
avec trois moments nuls. 



0 12 3 

q 



Fig. 13.3 - Exposants (%(q) (droite) et (q) = C v(q)/(v(3) (gauche) pour les donnees de Modane 
( R\ — 2000), construits a partir des coefficients d’ondelette discrets (□), des coefficients dominants 
(x), des coefficients d’ondelette continus (o) et des coefficients mrnto (o). 


Les resultats presentes sur la figure 13.3 sont un peu rnoins spectaculaires que ceux des figures 
precedentes, car les exposants (v(q) obtenus avec les diverses methodes sont deja en bon accord. Cet 

accord sernble encore meilleur pour les exposants ( v p {q)- II est toutefois important de remarquer, 
comrne cela a deja ete fait dans le chapitre 8, que les exposants renormalises ne dependent pas de 
la methode utilisee pour leur mesure. 

13.1.3 Discussion et interpretation 

II vient done d’etre mis en evidence le fait experimental suivant : les exposants Q p (q) ne sont pas 
independants de l’experience particuliere etudiee. Ils ne sauraient en aucun cas etre une quantite 
universelle du phenomene de turbulence pleinement developpee. En revanche, les exposants renor¬ 
malises par C«(3) sont independants de l’experience etudiee. 

Commentons tout d’abord le fait suivant : cette faqon de reporter les resultats n’est pas arbi¬ 
trage (pourquoi ne pas renormaliser par C«(l) P ar exemple?) : la loi des 4/5 de Kolmogorov [83], 
sur laquelle nous allons revenir au paragraphe suivant, stipule en effet que lorsque le nornbre de 
Reynolds tend vers l’infini, ( v (3) doit tendre vers 1. Ce type de representation des exposants, base 
sur le resultat precedent, est d’ailleurs souvent utilise dans la litterature (cf. par exemple [58]). 
Notons de plus qu’une methode de mesure des exposants Cv(q) repose explicitement sur l’hypothese 
( v (3) = 1 : il s’agit de tracer non plus log 2 S%(q,j) en fonction de j = log 2 a, rnais log 2 Sy(q,j) en 
fonction de log25'K(3, j), puis d’effectuer une regression lineaire dans ce diagramme [30, 31, 29]. 
Cette procedure repose sur l’hypothese dite d’auto-similarite etendue (souvent appelee ESS pour 
extended, self-similarity) : Sv{q,j) — C' q l)y v / et perrnet en pratique d’effectuer des 
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regressions lineaires pour les exposants (£(q)/(£(3) sur une gamrne d’echelle plus grande que la 
gamrne des d’echelles inertielles. Cette procedure est d’ailleurs coherente avec la modelisation des 
accroissements de vitesse a l’aide d’un propagateur proposee par Castaing et al. [36]. 

Ce resultat est ici interprets de la fagon suivante : les exposants (v(q) ne sont pas universels, rnais 
dependent de l’experience particuliere de turbulence dont ils sont issus (en particulier du nornbre 
de Reynolds, rnais pas seulement comrne nous allons le voir par la suite). De plus, toute 1’infor¬ 
mation concernant la ”non-universalite” des exposants Cv(q) sernble intervenir par une constante 
multiplicative unique pour tous les exposants : le fait de diviser les ( v (q) par l’un des exposants 
d’ordre fixe (3 en l’occurrence) perrnet de faire coincider toutes les courbes : ( v (q) = CQj mv (q), 
ou (y mv (q) sont les exposants ” universels” de la turbulence pleinement developpee, et C est une 
constante dependant de l’experience particuliere etudiee. Cette constante depend clairement du 
nornbre de Reynolds, et l’on s’attend a ce qu’elle tende vers 1 lorsque R\ —>= oo. Mais elle depend 
a priori aussi du type particulier d’ecoulement considere (jet, tunnel, ...). 

13.2 La fonction de structure d’ordre 3 

13.2.1 Objectif 

Comrne on vient de le voir, renormaliser les exposants ( v {q) des signaux de vitesse turbulente 
eulerienne par </„(3), sernble permettre de faire coincider les exposants ( v {q) nresures sur differentes 
experiences, c’est-a-dire des ecoulements turbulents differents dans leur nature (turbulence de jet, 
de tunnel) et par leur nornbre de Reynolds R\. II en a ete conclu que l’etude precise des effets, 
a la fois du nornbre de Reynolds et de la nature de l’experience (jet, tunnel, ...), sur un seul des 
exposants permettait de caracteriser ces effets pour tous les exposants. 

Ce chapitre se consacre done a l’etude theorique de l’exposant ( v (3), defini a partir des fonctions 
de structure construites a l’aide des accroissements longitudinaux signes de la vitesse : 

n(l) 

Sv{q, l) = -77T V (v(Xi + l) - v(Xi)) g , 

oil n{l) est le nornbre de postions Xi disponibles pour calculer les accroissements a 1’echelle l. Les 
quantites ne seront plus indexees par la suite par le type de quantites multi-resolution, puisqu’il 
s’agira desormais toujours des accroissements signes. Dans ce cas, les equations de Navier-Stokes 
permettent d’obtenir un resultat exploitable en pratique : la relation de Karman-Howarth. Celle-ci 
exprime en effet la fonction de structure d’ordre 3 sous la forme d’une somrne de trois terrnes, l’un 
predominant et qui conduit a la loi des 4/5 de Kolmogorov, valable pour les nombres de Reynolds 
infinis, et deux terrnes correctifs qui vont permettre de tenir cornpte de la nature de l’ecoulement 
turbulent utilise, et de la necessaire finitude du nornbre de Reynolds en pratique. 

II faut etre conscient que ce resultat n’apporte bien sur qu’une reponse partielle a la question 
posee au debut de ce chapitre : les exposants permettant d’effectuer l’analyse multifractale, et qui 
sont done en pratique nresures, sont definis a partir des fonctions de structure construites sur les 
valeurs absolues, done non-signees, des quantites multiresolution utilisees (les accroissements ou les 
coefficients d’ondelette discrets par exemple, cf. le paragraphe 3.3). On supposera tout de nrerne 
que les resultats ici presentes fournissent un element de reponse pertinent a la question de la com- 
posante ”non-universelle” des exposants ( v (q). De plus, cette approche s’inscrit naturellement dans 
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divers travaux recents cherchant a decrire plus finement les fonctions de structure en turbulence, 
en y incluant les effets dissipatifs a petite echelle et les effets non-stationnaires a grande echelle, 
plus particulierement en ce qui concerne la fonction de structure d’ordre 3 construite sur les ac- 
croissements signes [143, 96, 97, 98, 59, 60]. 

Le stage de D.E.A. precedent ce travail de these [88], effectue an laboratoire de Physique sous 
la direction de P. Abry, avait d’ailleurs pour objet l’etude de formes fonctionnelles proposees par 
Dubrulle [53], a partir de generalisations de l’invariance d’echelle [132, 131], des fonctions de struc¬ 
ture. Ces modeles, par definition, ne font pas intervenir d’echelle caracteristique dans l’expression 
des fonctions de structure, et il a ete rnontre [88] qu’ils decrivent assez mal les fonctions de struc¬ 
ture experimentales. Cela est en fait assez comprehensible, puisqu’il existe clairement des echelles 
caracteristiques pour les fonctions de structure, en particulier l’echelle de Taylor et l’echelle de 
decorrelation. On va en particulier montrer dans la suite que ces deux echelles jouent bien un role 
d’echelles caracteristiques, puisque c’est autour de ces echelles que les terrnes correctifs calcules de- 
viennent importants. Le cadre utilise par Dubrulle fournit cependant un resultat interessant [88] : 
elle perrnet de retrouver l’expression des fonctions de structure obtenue a l’aide d’autres arguments 
par B. Castaing, qui n’est pas simplement une loi de puissance [33, 37, 34], 

Notons que l’approche adoptee ici, en etudiant une seule fonction de structure, celle d’ordre 3, 
est a priori deconnectee des proprietes d’intermittence de la turbulence. 

13.2.2 L’equation de base : l’equation de de Karman-Howarth 
Turbulence isotrope en declin 

L’equation de Karman-Howarth 1 [167] est une des rares relations exactes (dans le sens oil elle est 
directement derivee depuis les equations de Navier-Stokes) utilisees pour la description statistique 
de la turbulence hydrodynamique. Elle relie essentiellement trois quantites differentes : la fonction 
de structure d’ordre trois S v (3,l), la fonction de structure d’ordre deux S v (2,1) et la puissance 
moyenne dissipee par unite de masse e. Notons encore une fois que les fonctions de structure dont 
il est ici question sont definies a partir des accroissements longitudinaux signes de la composante 
longitudinale de la vitesse (i.e. la composante selon la direction principale de l’ecoulement turbulent 
par exemple dans le cas d’une turbulence de jet ou de grille). 

Les hypotheses necessaires a l’etablissement de l’equation de Karman-Howarth [86] sont les 
suivantes : homogeneite et isotropie, rnais il est aussi fait l’hypothese que la turbulence est en 
declin , c’est-a-dire qu’il n’y a pas d’apport d’energie (a grande echelle) pour compenser les pertes 
dissipatives dues a la viscosite (aux plus petites echelles). L’ecoulement se fait done sans forces 
exterieures : la turbulence est ’’laissee a elle-meme”, evoluant seule sans aucun forgage. Sous ces 
conditions, le phenomene de turbulence decrit est forcement un processus non-stationnaire, puisque 
voue a disparaitre une fois toute l’energie initialement injectee dissipee par les forces visqueuses, et 
les fonctions de structure dependent alors bien sur du temps : on les notera ainsi S v (q,l,t). 

L’equation de Karman-Howarth s’ecrit alors, dans le cas d’un turbulence homogene, isotrope et 
en declin [167, 86, 121] : 

1 Notons qu’elle est parfois appelee equation de Kolmogorov dans la litterature. Pour eviter toute confusion avec 
la loi des 4/5 de Kolmogorov, on appellera tout au long de ce memoire cette equation equation de Karman-Howarth. 
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S v ( 3, l,t) — 


dS v (2,l,t) 


di + ¥J 0 dss dt 

Notons que la puissance moyenne dissipee par unite de masse e(t) est definie selon la relation : 


4 9 S v (2,s,t) 


- ~P {t)l 


(13.1) 


3da 2 (t) 15u d 2 S v (2,l,t) 

2 dt = 2 W 2 


(13.2) 


ou a(t) est l’ecart-type de la vitesse u a la date t. Rappelons que la turbulence est un phenomene 
tri-dimensionnel, et qu’ainsi, sous l’hypothese d’isotropie, les trois composantes de la vitesse ont en 
moyenne la rnerne energie cinetique. L’energie cinetique moyenne totale a une date t donnee peut 
etre done exprimee en fonction d’une seule composante de la vitesse, la composante longitudinale 
par exemple : 3 x ^a 2 . 


Turbulence isotrope stationnaire 

Plagons-nous dans le cas ou le phenomene de turbulence est rendu stationnaire par un apport 
d’energie a grande echelle (et seulement a grande echelle), compensant exactement les pertes vis- 
queuses a petite echelle. L’echelle integrale sera alors du rnerne ordre de grandeur que P echelle de 
forgage (cf. l’annexe A). 

On a alors la relation suivante [167, 86, 121], valable pour des echelles l petites devant l’echelle 
de forgage, done devant l’echelle integrale Li n t : l <C Amt 

S v (3,l) -6v dSv &'Q =-tl (13.3) 

al 5 

Notons que, puisqu’il est fait l’hypothese de stationnarite, les fonctions de structure ne dependent 
plus du temps t. rnais seulement de Pechelle l. 


Les echelles inertielles : loi des 4/5 de Kolmogorov 

La relation precedente peut etre encore simplifiee en supposant que l’on se place a des echelles 
toujours petites devant l’echelle integrale Li nt , rnais aussi grandes devant Pechelle dissipative de 
Kolmogorov r| : < I <C Amt : 

S v (3,l) = -Ul (13.4) 

5 

Cette equation est couramment appelee loi des 4/5 de Kolmogorov. Elle a en effet ete montree 
par Kolmogorov en 1941 [83]. Elle a une grande importance dans le developpement de la theorie 
de la turbulence pleinement developpee, car il en a ete tres souvent deduit le resultat suivant : 
l’exposant de la fonction de structure d’ordre 3 est 1 : 

Cu(3) = I- 

Ainsi, tous les modeles d’intermittence concernant la vitesse eulerienne turbulente, par exemple 
le rnodele log-normal d’Obukhov-Kolmogorov [135, 85] ou encore le rnodele de She-Leveque [160] 
(on peut se reporter a [58] pour une revue des differents modeles d’intermittence), prevoient des 
exposants respectant cette condition, comrne il en a deja ete fait la remarque au chapitre 8. 

Notons de plus que cette relation sert dans certains cas a determiner experimentalement la 
puissance moyenne dissipee par unite de masse e. On rnesure pour cela le maximum de S v (3,l)/l 
et on obtient e par la relation (13.4). 
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Discutons un instant la loi des 4/5 de Kolmogorov. Pour qu’elle ait un sens, il faut se placer a des 
echelles tres petites devant l’echelle integrate et tres grandes devant l’echelle de Kolmogorov. II faut 
done que ces deux echelles (integrate et de Kolmogorov) soient d’ordres de grandeur suffisamnrent 
differents pour pouvoir y intercaler des echelles l telles que < I < L in t . Or le rapport entre ces 
deux echelles varie avec le nornbre de Reynolds selon [58] : L ^ t ~ R e 3 / 4 ~ R^ 2 2 . II faut done que 
l’ecoulenrent considere soit de nornbre de Reynolds suffisamment grand pour que cette loi ait un 
sens. Par exemple, pour un ecoulement turbulent typique, on a R\ ~ 1000, et alors R ~ 3.10 4 . Si 
on suppose que la condition l\ <C h signifie que I 2 /I 1 > 100, alors on voit qu’intercaler des echelles l 
selon r] <C l <C devient difficile ... De plus, il est clairement constate (cf. le chapitre precedent et 
par exemple [147]) que la rnesure de l’exposant C„(3) sur des donnees de vitesse turbulence fournit 
des valeurs inferieures a 1. 

La loi des 4/5 de Kolmogorov est done bien a prendre au sens suivant : e’est une loi asymptotique, 
valable dans la lirnite des nombres de Reynolds infinis. Les experiences ne sont en pratique bien 
sur pas dans cette situation, et il convient done d’apporter des corrections a cette loi, en tenant 
cornpte de tous les terrnes de l’equation de Karnran-Howarth (13.1). 

13.3 Modelisation de la fonction de structure d’ordre 3 

Nous allons dans ce paragraphe construire directement, a partir de l’equation de Karnran- 
Howarth (13.1), sans faire intervenir de relation phenonrenologique entre l’echelle l, les diverses 
echelle caracteristiques A, Li nt , ou L^ et les nombres de Reynolds R e et R\ , une modelisation de 
la fonction de structure d’ordre trois valable pour les echelles inertielles. Il ne s’agit pas de decrire 
les parties dissipative (petites echelles) ou non stationnaire (grandes echelles) de cette fonction de 
structure, nrais de calculer de faqon exacte (sans relation phenonrenologique) les ecarts a la loi des 
4/5 de Kolmogorov, et en particulier essayer de predire la valeur de C«(3)- 

13.3.1 Type d’ecoulements consideres 

On essaye dans cette partie de decrire la fonction de structure d’ordre 3 correspondant a des 
experiences de turbulence pour laquelle il existe un ecoulement nroyen (i.e. hors effets turbulents) 
non-nul. Plus particulierement, on etudiera des ecoulenrents qui se deplacent en nroyenne selon une 
direction constante (reperee par l’abscisse x) a la vitesse (nroyenne) U. C’est le cas de toutes les 
donnees utilisees dans ce travail de these : turbulence de jet ou turbulence de tunnel (cf. chapitre 
2). La turbulence est ainsi generee dans une zone de l’espace (autour et un peu apres la buse 
d’injection dans le cas du jet par exemple), et dotee d’une energie cinetique initiate. Puis elle est 
advectee par l’ecoulenrent nroyen a la vitesse U, et evolue alors de fagon libre : seules les forces 
visqueuses fournissent un travail, et dissipent peu a peu l’energie cinetique initiate. La turbulence 
est alors en declin, et Unit forcenrent par s’anrortir. 

Le point important ici est que ces ecoulenrents sont separes en deux categories : ceux donnant 
naissance a une turbulence homogene et ceux generant une turbulence non-homogene. La turbulence 
est dite homogene [163] si ses caracteristiques (par exemple l’ecart-type d’une conrposante de la 
vitesse) sont honrogenes dans les plans perpendiculaires a la direction d’ecoulenrent nroyen. Dans le 
cas contraire, la turbulence est dite non-honrogene. Les turbulences de tunnel ou de grille entrent 

2 On a en eftet R\ ~ cf. l’annexe A. 
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dans la premiere categorie, alors que la turbulence de jet, entre dans la seconde categorie [169, 163]. 
Nous allons voir que cette distinction est importante dans la suite de ce chapitre. 


Remarque 

Bien que la rnesure de vitesse soit en pratique effectuee en un point fixe xo de l’ecoulement en 
fonction du temps t, on rappelle qu’un un profil spatial (selon la direction de l’ecoulement, reperee 
par la coordonnee x) de la vitesse en est deduit a l’aide de l’hypothese de turbulence gelee de Taylor 
(cf. chapitre 2). 


13.3.2 Fonction de structure d’ordre 3 


Reecriture de l’equation de Karman-Howarth 


Les ecoulements consideres sont stationnaires en temps, rnais pas en espace : la turbulence est 
advectee par l’ecoulement rnoyen a la vitesse U selon la direction reperee par la coordonnee x. 
Dans le referentiel translate a la vitesse contante U (et done toujours galileen), la turbulence y est 
homogene, isotrope et en declin (elle n’est soumise a aucune force) : on peut done y appliquer la 
relation de Karman-Howarth (13.1). 

Puisque l’ecoulement est stationnaire en temps, mesurer les fonctions de structure a differentes 
valeurs de x revient a mesurer ces fonctions de structure a differents stades de declin de la turbu¬ 
lence. Done, effectuer la rnesure a differentes positions x le long de l’ecoulement correspond (d’un 
point de vue statistique) a effectuer la rnesure a differentes dates t, qui sont reliees entre elles par 
x = Ut. On reecrit ainsi l’equation de Karman-Howarth (13.1) en faisant le changement de variable 
x = Ut : 


S v (3,l,x) 


4 [ 15 V d S v (2, l, x) 15 U f l 4 <9 S v (2, s, x) 

~r {x)l r — m— + idxw i * s — 


(13.5) 


Cette equation decrit done bien la relation entre les fonctions de structure d’ordres 2 et 3 et la 
puissance moyenne dissipee e(x) dans le cas d’une turbulence en declin, ou le temps t est parametre 
par la coordonnee x. 


Modelisation de la fonction de structure d’ordre 2 

L’expression (13.5), tout comrne l’equation (13.1), est constitute d’un terrne principal, qui cor¬ 
respond a la loi des 4/5 de Kolmogorov (—|e(x)Z), et de deux terrnes correctifs, pour les echelles 
inertielles, qui dependent tous deux de la fonction de structure d’ordre 2. Puisque ces terrnes sont 
justement correctifs, on peut se contenter d’une expression ’’d’ordre zero” (i.e. pour un nornbre de 
Reynolds R\ infini) de la fonction de structure d’ordre 2, afin de calculer les corrections a ’’l’ordre 
un” (i.e. la premiere correction tenant cornpte de la finitude de R\) de la fonction de structure 
d’ordre 3. 


La fonction de structure d’ordre 2 est done modelisee de la faqon suivante : elle est constante (et 
egale a deux fois la variance de la vitesse a 2 (x), qui depend forcement de x puisque la turbulence 
est en declin) pour les echelles plus grandes que l’echelle de decorrelation (cf. l’annexe A) L et se 
comporte en loi de puissance en fonction de l’echelle l pour les echelles plus petites que Ld : 


S v (2,l,x) ~ 



si l < Ld 
si l > Ld 


(13.6) 
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Ce rnodele correspond done bien a la lirnite des Reynolds infinis, puisque l’on neglige alors la 
partie dissipative, constitute grossierement par les echelles plus petites que l’echelle dissipative de 
Kolmogorov 77 (cf. l’annexe A). L’exposant £u(2), dont la valeur est proche de 0.71 en pratique [10], 
est un parametre qui sera laisse libre. 

Notons enfin que cette modelisation revient a faire une separation des variables d’espace x et 
d’echelle l : S v (2,l,x) = f(x) x g(l). 


Terme correctif dissipatif 

Calculons desormais le terme correctif correspondant aux effets dissipatifs, qui joue un role pour 
les echelles les plus petites de la zone inertielle, avec la modelisation precedente pour la fonction de 
structure d’ordre 2. Notons encore une fois que l’on se place a des echelles de la zone inertielle, en 
particulier plus petites que l’echelle de decorrelation Ld- 
Le calcul s’effectue aisement : 


15zz d S v (2, l, x) 15zaj 2 (.t) d f l 

2 e(x)l dl e(x)l dl \ L ( ]) 


15u d S v (2,l,x) _ 15va 2 {x) CJ2) _ 2 

2 e(x)l dl ~ ^ Z) e{x)L ^ 

Or l’echelle de Taylor A(x) est reliee a la puissance moyenne dissipee e(x) et a l’ecart-type a(x) 
de la vitesse selon (cf. l’annexe A) : 


*> - fiW- 

On en deduit alors une relation simple : 

15v d S v (2,l,x) r ^ f \(x) \ 2 f l Y ” (2)_2 

"2 e(x)( Wl = -« 2) {-IT) \T d ) 


(13.7) 


II apparait interessant de faire a ce stade les commentaires suivants. Tout d’abord, ce terme 
est universel, il ne depend pas de la nature de l’ecoulement particulier analyse. II est en particulier 
valable quel que soit le type de turbulence etudiee, que ce soit par exemple de la turbulence de jet, 
de la turbulence de grille ou encore de la turbulence de tunnel. 

Ce terme depend en revanche du nornbre de Reynolds, puisque le rapport intervient, et 
que celui-ci diminue avec le nornbre de Reynolds, selon : ~ (R ^) -1 (cf- l’annexe A). Le terme 

correctif dissipatif devient de plus en plus important, cornrne on pouvait s’y attendre, aux plus 
petites echelles de la zone inertielle, e’est-a-dire lorsque l devient de l’ordre de grandeur de A. 
Son influence est done effective a des echelles de plus en plus petites par rapport a l’echelle de 
decorrelation Ld lorsque le nornbre de Reynolds R\ augmente. 


Terme correctif non stationnaire 

Passons maintenant au calcul du terme correctif lie a la non stationnarite (en espace ici) de la 
turbulence en declin. On obtient facilement : 


15 U f l 4 d S v (2, s,x) 15 U da 2 (x ) f l 4 ( s 

WWL da ‘ a, = * 8 U 
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15 U f l , *d SJ2,s,x) 15 U da 2 (x) l 5+ ^ 

4e(x)l 5 Jo d x 2e{x)l 5 L C d v ^ ) dx 5 + Cu(2) 

15 U f l 4 dS v (2,s,x)^ 15 U da 2 (x) ( l \ G(2) 

4e(x)l 5 J 0 S S dx 2(5 + ( v (2))e(x) dx \L d ) 

II n’est pas possible de poursuivre le calcul sans donner une expression a dtT d ^ ■ Cette quantite 
est la variation selon la direction de l’ecoulement de la variance de la vitesse, done de l’energie 
cinetique moyenne, ou encore le taux de declin de la turbulence advectee {U da d ( ' c l ' > = tl<T J^ )■ Cette 
quantite depend de l’ecoulement particulier considere et n’est done pas une caracteristique univer- 
selle du phenomene de turbulence pleinement developpee. 

C’est un point tres important : contrairement au terrne correctif dissipatif, le terme correc¬ 
tif non-stationnaire n’est pas universel, il depend de l’ecoulement turbulent particulier considere. 
Ainsi, si l’on veut decrire la fonction de structure d’ordre 3 au dela de la loi des 4/5 de Kolmogorov 
a nornbre de Reynolds fini, merne dans la zone inertielle, cela ne pent se faire de fagon universelle. 


Menons plus loin le calcul de ce terme correctif pour les ecoulements homogenes, decrits au 
paragraphe 13.3.1. Pour ces ecoulements, puisque la turbulence est homogene dans le plan per- 
pendiculaire a la direction de l’ecoulement rnoyen (reperee par x), la seule cause de variation de 
l’ecart-type de la vitesse turbulente est la dissipation : la turbulence est en declin, et les forces 
visqueuses dissipent pen a peu l’energie cinetique moyenne initiale. L’energie cinetique moyenne 
(par unite de masse) est uniforme dans les plans perpendiculaires a la direction de l’ecoulement 
rnoyen, et ne depend done que de x, elle sera notee E(x). Puisque la turbulence est localement 
isotrope, l’energie cinetique moyenne est repartie de fagon egale sur les trois composantes de la 
vitesse, et l’on a done : 

E (x) = ^v 2 (x). 

e(x) est la puissance moyenne dissipee (par les forces visqueuses) a la position x, c’est done par 
definition l’oppose de la derivee de l’energie cinetique moyenne, et l’on obtient dans le referentiel 
advecte : 

dE{t) 
dt 

ou encore dans le referentiel fixe : 



e(x) = —U 


dE(x) 

dx 


3 d<T 2 (x) 
2 dx 


(13.8) 


Cette relation est connue et utilisee pour les cas de turbulence homogene, par exemple la tur¬ 
bulence de grille [163, 47, 46]. 


On peut alors achever le calcul precedent : 

15 U f l A dS v (2,s,x) _ 5 / l \ U2) 

x)l 5 Jo SS dx 5 + Cu(2) \Ld) 


On peut faire les trois commentaires suivants au sujet de ce terme correctif non-stationnaire. 
Premierement, rappelons que ce terme n’est pas de nature universelle : il n’est pas valable pour tous 
les types de turbulence pleinement developpee, rnais depend de l’ecoulement turbulent particulier, 
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ici un ecoulement homogene. 

De plus, ce terme ne depend pas du nombre de Reynolds de l’ecoulement : il ne depend que 
l’echelle de decorrelation Ld, et 02), valeur de l’exposant d’ordre 2 dans la lirnite des nombre de 
Reynolds infinis (il provient de l’approximation ’’d’ordre zero” de la fonction de structure d’ordre 
2). Pour une geometrie d’ecoulement donnee, il sera done constant, quel que soit le nombre de 
Reynolds impose. 

Enfin, l’ecart a la loi des 4/5 de Kolmogorov se fera sentir sur une gamrne d’echelle (fixe, puisque 
ne dependant pas du nombre de Reynolds) de la zone inertielle proche de l’echelle de decorrelation 


Ld : en effet 


5+G(2) 


L d 


1 si l 


L d et 


_i_Y v{2) 

L d ) 


0 si l <C Ld■ Le 


5+C„(2) x 01 1 ^ 5+C«(2) 

terme correctif non-stationnaire cree done un ecart a la loi des 4/5 pour la fonction de structure 
d’ordre 3 lorsque l’echelle l s’approche de l’echelle de decorrelation Ld . 


Fonction de structure d’ordre 3 


Les deux terrnes correctifs, dissipatif (13.7) et non stationnaire (13.9) viennent d’etre calcules, 
on peut done en deduire l’expression de la fonction de structure d’ordre 3 d’un ecoulement turbulent 
homogene pour les echelles de la zone inertielle : 


S v ( 3 , 0 ) ~ 



1 - Cv(2) 


A(x)\ 2 / l \ C ” (2) ~ 2 

L d ) UJ 


5 

5 + 02 ) 



(13.10) 


Puisque les mesures de vitesse eulerienne utilisees sont bien sur effectuees en un seul point, 
e’est-a-dire pour une valeur fixe de la coordonnee x, on omettra parfois dans la suite d’indiquer la 
dependance en x des quantites S v (3,l,x), e(x) et A(x). 

Conclusion 

Cette expression modelise done de faqon plus precise la fonction de structure d’ordre 3 que la 
loi des 4/5 de Kolmogorov, qui, par hypothese, concerne les ecoulements turbulents dans la lirnite 
du nombre de Reynolds infini. Elle tient cornpte de la necessaire finitude du nombre de Reynolds 
des experiences de turbulence (par Pintermediaire de l’echelle de Taylor A). De plus, elle n’est pas 
universelle, puisque le comportement pour les echelles proches de l’echelle de decorrelation depend 
du type d’ecoulement turbulent etudie (le calcul a ici ete rnene pour un ecoulement homogene). 


Fonction de structure d’ordre 3 compensee 

Dans la suite, on utilisera aussi la fonction de structure d 'ordre trois compensee, definie comrne : 


■mo 


^(3,Q 

~l d 


^ 1 - C«(2) 


/ A \ 2 f l \ +( 2 )-2 

\LdJ \LdJ 


5 

5 + 02 ) 



(13.11) 


Celle-ci est done directement l’ecart a la loi des 4/5 de Kolmogorov, et perrnet done une presentation 
plus adaptee des ecarts au comportement en loi de puissance d’exposant 1. 
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13.4 Analyse de cette modelisation 


L’expression de la fonction de structure d’ordre 3 precedente (13.10), donne l’ecart a la loi des 
4/5 a pour les echelles inertielles. Cette loi est en pratique utilisee pour determiner la puissance 
moyenne dissipee e en mesurant le maximum de la fonction de structure d’ordre 3 compensee, 
et pour predire la valeur de l’exposant d’ordre 3 : /„(3) = 1. Essayons de voir, a l’aide de la 
modelisation (13.10), dans quelle rnesure ceci est valable. En particulier, il n’y a aucune raison a 
priori qu’une rnesure d’exposant sur l’expression (13.10) aboutisse a Cr(3) = 1. 

On illustrera (cf. figure 13.4) dans ce paragraphe cette modelisation en choisissant comrne 
paranretres £y(2) = 2/3, e = 5/4 m 2 .s ~ 3 , = 1 m et A = 0.01 m. Ce choix pour les echelles Ld et 
A est fait, car le rapport X/Ld est alors proche de celui des donnees de Modane, ou X/Ld — 0.011 
(cf. le chapitre suivant). 


13.4.1 Maximum 


Calculons d’abord le maximum de S'/(3, l). Celui-ci est un bon indicateur de l’ecart a la loi des 
4/5, pour laquelle 5/(3, Z) est une constante egale a 1. On a facilement : 


dS c v (3,l,x) 

dl 


-C«(2) (C«(2) - 2)) 


/ A A 2 Z^ 2 )~ 3 
\ L d) L^ (2)_2 


5C„(2) Z^( 2 )-! 

5 + Cu(2) L^ (2) ’ 


qui s’annule bien puisque Cr(2) est de l’ordre de 2/3 et que done Cr(2) — 2 < 0. De plus, ce zero est 
unique et atteint pour l = l m telle que : 


Zm — A 


(5 + Cu(2))(2 — Cu(2)) 


(13.12) 


Le maximum (on verifie bien que e’est un maximum avec le signe de la derivee) est done atteint 

pour une echelle legerement plus grande que l’echelle de Taylor A, puisque \J ( 2 )K 2 ~G(2) / ^ ^.23 
si Cu(2) = 2/3. Notons que la valeur exacte de Cu(2) n’est pas tres importante : si l’on prend ^„(2) = 


0.71, qui est une valeur couramment adnrise pour cet exposant [10, 58], on a 
1.21. On prendra done comrne valeur : 


(5+C„(2))(2—G(2)) 
5 




l c ~ 1.22A. 


La valeur du maximum de 5/(3, l) se deduit alors facilement : 


5/(3, l m ) = 1-2 


/ x \ Ct ’ (2) 

r(5 + C«(2))(2-C w (2))l 

\L~d) 

5 j 


Cu(2)/2—1 


L’application numerique donne, en prenant C«(2) = 2/3 : 

/ a \ 2/3 

5/(3, Z m ) ~ 1 — 1.52 J , 


ou si l’on choisit plutot £„(2) = 0.71 : 


5/(3, l m ) ~ 1 — 1.56 
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Fig. 13.4 - Modelisation de la fonction de structure d’ordre 3 (L r i = 1 m et A = 0.01 m). 

En haut a gauche : log2<Su(3, l). En haut a droite : log2<S^(3, l). En bas a gauche : exposant local de 
S v ( 3, l). En bas a droite : derivee seconde de log 2 *S'-u(3, l) par rapport a log 2 /. 


Encore une fois, les deux expressions sont tres proches. Elies sont representees en fonction de L^/X 
sur la figure 13.5. 

On observe ainsi un ecart notable a la loi des 4/5 de Kolmogorov, qui predit un maximum valant 
1. Par exemple, si A /La = 0.01, le maximum de la fonction de structure d’ordre 3 compensee vaut 
environ 0.93 si £„(2) = 2/3 et 0.94 si £u(2) = 0.71. Ce resultat est bien sur attendu, car il est connu 
des experimentateurs que la technique de rnesure de e par la rnesure de ce maximum, n’est valable 
que pour les nombres de Reynolds ’’suffisamment” grands. 
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Fig. 13.5 - Valeurs du maximum de la fonction de structure d’ordre 3 compensee en 

fonction de L^/X lorsque £„(2) = 2/3 (o) et £„(2) = 0.71 (□). 


13.4.2 Exposant local 


L’exposant local est defini de la fagon habituelle : c’est la valeur de la derivee de log2(S/(3, /)) 
par rapport a log 2 (Z), ou encore un plus la derivee de log2(S/(3, /)) par rapport a log2(0- On arrive 
alors a : 


^log2(<gg(3,/,x)) 

Slog 2 (0 


— Cu(2)(Cw(2) —2)j2 


(_ L )G (2) - 2 


5G(2) 

5+G(2) \L d J 


Pour savoir si la modelisation (13.10) se comporte pour une certaine gamrne d’echelles ap- 
proximativement comrne une loi de puissance, il faut etudier les variations de l’exposant local. En 
particulier, si cet exposant varie peu sur toute une gamrne d’echelles, la modelisation se comportera 
avec une bonne approximation comme une loi de puissance dans cette gamrne d’echelles. 


Derivee logarithmique d’ordre 2 

II faut done etudier la derivee de cet exposant local, e’est-a-dire la derivee logarithmique d’ordre 
2 de Sy(l,c). L’expression exacte est bien sur calculable, rnais on ne sait rien dire analytiquement 
sur elle : on ne sait pas en particulier si elle s’annule. De rnerne pour la derive logarithmique d’ordre 
3. On se contentera done d’une analyse graphique de ces fonctions, ou alors de faire l’approximation 
des tres grands nombres de Reynolds. 


Analyse graphique 

L’analyse graphique se fait simplement, en tragant les fonctions correspondantes. Prenons pour 
exemple la figure 13.4, rnais d’autres valeurs du rapport X/Ld ayant ete testees, fournissant a chaque 
fois les mernes resultats. 

On voit clairement que l’exposant local est une fonction strictement decroissante de l’echelle l 
(cf. les deux graphes du bas). La modelisation (13.10) n’est done nulle part une loi de puissance a 
proprement parler. Ceci dit, il existe une gamrne d’echelles, autour de l = 2~ 5 m, ou la valeur de 
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cet exposant varie peu : la derivee logarithmique d’ordre 2 est assez proche de zero sur une gamme 
d’echelle assez large, ce qui se traduit par une variation lente de l’exposant local dans la rnerne zone. 
II y a done un comportement relativement lineaire de la fonction de structure compensee autour 
de l — 2 -5 m. Si une fonction de structure obtenue experimentalement montrait le rnerne compor¬ 
tement, il apparaitrait raisonnable d’effectuer une regression lineaire pour mesurer un exposant de 
loi de puissance. 

Cela va permettre de definir l’exposant Cv(3) correspondant a cette modelisation conirne la 
valeur de l’exposant local a l’echelle l c pour laquelle il varie le rnoins, i.e. la derivee logarithmique 
d’ordre 3 s’annule. La determination se fait a priori de faqon graphique. 


Cas des tres grands nombres de Reynolds R\ 

Si le nornbre de Reynolds R\ est tres grand et que l’on se place a des echelles l telles que 
r] <C l <C Ld, alors on a vu que Sy(3,l) —> 1. En utilisant cette approximation au denominateur, 
on peut simplifier le calcul des derivees logarithmiques d’ordres superieurs perrnet d’aboutir a une 
expression analytique pour le calcul de l’echelle l c pour laquelle l’exposant local varie le rnoins. En 
effet, la derivee logarithmique d’ordre 1 s’ecrit : 


d logS , g(3,f,x) 
d log i 


-C„(2)(C w (2)-2) 


A 2 ( l \ G(2) “ 2 5^(2) ( l 


L 2 \L d 


5 + Cu(2) \L d 


CR2) 


(13.13) 


Les derivees logarithmiques d’ordres 2 et 3 se calculent alors facilement sous cette approxima¬ 


tion 


d 2 logS , g(3,l,x) 
d log l 2 

d 3 log S%(3,l,x) 
d log^ 3 


-C t ,(2)(C,(2)-2) s 


A 2 / l \<A( 2 )- 2 ^ 5( v (2) 2 f l \ 


L 2 d \L d 


5 + C*y(2) \LdJ 


Cv(2) 


— (2)(C^(2) — 2 ) 3 —2 ( - 

L d 


A 2 fl\ Cv{2) ~ 2 5G,(2) 3 ( l 


5 + Cu(2) \L d 


C«(2) 


(13.14) 


(13.15) 


L’expression (13.14) est la somrne de deux terrnes negatifs, ce qui rnontre bien que l’exposant 
local est une fonction partout decroissante pour les echelles inertielles. Il y a en revanche une echelle 
l c pour laquelle la variation de l’exposant local est la rnoins rapide : e’est l’echelle l c qui annule 
l’expression de la derivee logarithmique d’ordre trois (13.15). En effet, on a ——= 0 pour : 


If* — A A 


/ (2-C,(2)) 3 (5 + C,(2)) 
5C^(2) 2 


(13.16) 


L’echelle l c est celle pour laquelle l’exposant local varie le rnoins. Cette echelle est legerement 
plus grande que l’echelle de Taylor A. En effet, on a : 


l c ~ 2.45A si C„(2) = 2/3, 

l c ~ 2.21A si C«(2) = 0.71. 
On voit done que l’echelle l c vaut environ 2.3A en pratique. 
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13.4.3 Exposant £ v (3) 

On definit done l’exposant £„(3) correspondant a ce modele de la fonction de structure d’ordre 
3 comrne la valeur de l’exposant local a l’echelle, notee l c , pour laquelle l’exposant local varie le 
rnoins. Sa determination est soit graphique, soit effectuee a l’aide des tommies precedentes dans le 
cas des grands nombres de Reynolds. 

On va voir que l c vaut entre 1.8 et 2.5 fois A, ce qui est coherent avec la pratique de la rnesure 
des exposants Cv(q), puisque e’est numeriquement autour de 2 fois l’echelle de Taylor que la zone 
de regression lineaire est generalement choisie pour mesurer les exposants Cv(q) 


Dans le cas des tres grands nombres de Reynolds R\. on peut donner une expression analytique 
de cet exposant. En effet : 

d log S%(3, l c , x) _ , /oW , A 2 fl c \ U2) ~ 2 5C,(2) fl c \ U2) 


d log l 


-C«(2)(C w (2)-2)- 


Ll \L d 


5 + ( v (2) \L d J 


d log Sg(3, lc, x) 
d log/ 


A \ C ” (2) [(2-C,(2)) 3 (5 + C,(2)) 


L d 


5C„(2) S 


C»(2)/2-l r 


Cu(2)(2 — Cu(2)) 


(2 - Cu(2)) 


31 


L’exposant correspondant est done : 


C« (3) - 1 - 


C»(2) 


(2 — Cu( 2)) 3 (5 + Cu(2)) 


Cv(2)/2—1 


Cv(2)(2 — Cv(2)) 


Cv(2) 

(2 - Ct>(2)) 3 ~ 
Cv(2) 


5(v(2) 2 

(13.17) 

Selon ce modele, ( v (3) tend done bien vers 1 lorsque R\ —> +oo et que done \/L d —> 0, ce qui etait 
bien sur attendu. Les valeurs numeriques de la constante sont calculees : 

/ a \ 2/3 

Cv(3) - 1 - 0.804 ( — ) si C„(2) = 2/3, 


/ A \ °- 71 

(v(3) ~ 1 - 0.760 f — J si C„(2) = 0.71. 

On a determine graphiquement pour diverses valeurs du rapport A /L d l’echelle l c et l’exposant 
Cv(3) (note Ci;(3) (I)), ainsi que ( v (3) a l’aide des tommies precedentes (note C«(3) (II)). Les resultats 
sont reportes dans les tableaux suivants, et les valeurs obtenues par la methode graphique sont 
reportees sur la figure 13.4. 

Cv(2) = 2/3 (v{2) = 0.71 


A 

L d 

lc 

A 

Cu(3) (I) 

Cv{3) (II) 

io- 1 

1.67 

0.876 

0.827 

5.10 -2 

1.87 

0.913 

0.891 

2.10 -2 

2.09 

0.947 

0.941 

10” 2 

2.21 

0.965 

0.963 

5.10" 3 

2.30 

0.978 

0.976 

10“ 3 

2.40 

0.992 

0.992 

10" 4 

2.46 

0.998 

0.998 

10” 5 

2.48 

0.9996 

0.9996 


A 

L d 

lc 

A 

Cv{3) (I) 

Cv{3) (II) 

10” 1 

1.60 

0.896 

0.852 

5.10 -2 

1.77 

0.928 

0.909 

2.10 -2 

1.94 

0.958 

0.953 

10” 2 

2.03 

0.973 

0.971 

5.10 -3 

2.11 

0.983 

0.982 

10' 3 

2.18 

0.994 

0.994 

10 -4 

2.22 

0.999 

0.999 

10 -5 

2.22 

0.9998 

0.9998 
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Fig. 13.6 - Valeurs de l’exposant C,,(3) (determination graphique) en fonction de Ld/X lorsque 
C«(2) = 2/3 (o) et C«(2) = 0.71 (□). 


Trois commentaires sont a faire. Premierement, les formules derivees pour les grands nombres 
de Reynolds ne deviennent vraiment proches des vraies valeurs que lorsque X/Ld < 10 3 , ce qui 
est deja un rapport grand pour des experiences de turbulence. On privilegiera done toujours la 
determination graphique. D'autre part, la valeur de /„(3) depend assez faiblement de la valeur 
choisie pour £„(2). 

Enfin, et e’est le plus important car e’est le but que l’on s’etait fixe, la valeur obtenue de Cu(3) 
differe bien de 1. Par exemple, si X/Ld = 0.01, rapport proche de celui observe sur les donnees de 
Modane (ou X/Ld — 0.011) dont le nornbre de Reynolds vaut R\ — 2000, l’exposant predit vaut 
environ 0.97. On s’approche done bien lentenrent, a l’echelle des rapports X/Ld des experiences de 
turbulence, du comportenrent asymptotique /,,(3) = 1. 

Verification : usage de la methode ’’classique” 

Afin de verifier que la definition de l’exposant £„(3), conrme la valeur de la pente locale en 
l = la-, est bien coherente, un ajustement par une droite du logarithnre de la fonction de structure 
d’ordre 3 (en fonction du logarithnre de l’echelle l) ainsi definie est effectue. II faut tout d’abord 
definir une zone de regression. On utilise pour cela les graphes portes sur la figure 13.4, conrme s’il 
s’agissait de donnees experinrentales. II parait raisonnable de definir une zone de regression lineaire 
conrnre la ganrnre d’echelles comprises entre l = 2 -7 m et l = 2~ 4 m, e’est-a-dire sur trois octaves, 
un petit peu nroins d’un decade. Le resultat de la regression lineaire dans cette zone, presente sur 
la figure 13.7, fournit alors une pente de p ~ 0.97, qui est en tres bon accord avec la valeur de £u(3) 
predite pour X/Ld = 0.01 et £„(2) = 2/3 (cf. les tableaux de valeurs de ce paragraphe). Ce n’est 
bien sur par une surprise, puisque l’exposant local, par definition varie peu autour de l c . Notons 
que la zone de regression lineaire a ete choisi directenrent a l’aide de la figure 13.4, et non de fagon a 
obtenir la valeur predite, puisqu’il suffit a priori de modifier cette zone pour augnrenter ou diminuer 
legerement la pente de la droite ajustee. 
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Fig. 13.7 - Traits continus : logarithmes (en base 2) des fonction de structure d’ordre 3 (gauche) et 
fonction de structure d’ordre 3 compensee (droite) selon la modelisation (13.10), avec C„(2) = 2/3 
et A /Ld = 0.01. Traits en pointille : regressions lineaires (dans un diagramme log-log) entre les 
echelles l = 2~‘ m et l = 2~ 4 m, reperees par les traits verticaux. 


13.4.4 Influence des deux termes correctifs 


Commentons les effets des deux termes correctifs, dissipatif et non stationnaire. Sur la figure 
13.8 sont portes a gauche la fonction de structure d’ordre 3 compensee et a droite l’exposant 

local. On a de plus represente 1’influence individuelle de chaque terme correctif en tragant [1 — 

/ , \ 2 / \ C „( 2)—2 / . \ (»( 2 ) 

C»(2) U £ ] et [1 - 5+( ? ^ ) ] ainsi que les exposants locaux correspondants. 


Ces figures illustrent bien le fait que le terme correctif dissipatif devient important pour les 
’’petites” echelles, lorsque l est de l’ordre de A, et que le terme correctif non-stationnaire est lui 
important aux ’’grandes echelles”, lorsque l tend vers L 

II est surtout important de noter que meme au milieu de la zone inertielle, les deux termes 
contribuent de fagon non-negligeable a la fonction de structure d’ordre 3 compensee. En particulier, 
il serait absurde de ne tenir compte d’un seul des deux termes seulement. De plus, chaque terme 
’’courbe” la fonction de structure dans des directions (le ”haut”, le ”bas”) differentes 3 , et c’est 
bien l’association des deux qui permet d’avoir, lorsque ces deux termes ont la meme influence, un 
comportement proche d’une loi de puissance, avec un exposant local variant peu (cf. figure 13.8, a 
droite). 


13.4.5 Expressions en fonction du nombre de Reynolds 

Puisque la modelisation precedente (13.10) depend du rapport elle depend du nombre de 
Reynolds base sur l’echelle de Taylor R\. Le choix a ici ete fait, contrairement a ce qui est sou- 
vent fait dans le domaine de la turbulence pleinement developpee, de ne pas exprimer les resultats 
precedents a l’aide de R\. II est en effet necessaire d’introduire une relation entre et R\, or celle- 
ci est forcement phenomenologique done approximative (cf. l’annexe A). L’objectif de la description 

3 En particulier, ne tenir compte que du terme dissipatif aboutit a des exposants locaux toujours superieurs a un. 
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Fig. 13.8 - Modelisation de la fonction de structure d’ordre 3 (L d = 1 m et A = 0.01 m). 

Gauche : log 2 (S£(3, /)) (trait continu), [1 -Ct>(2) (^J ] (-) et [1 - 5+c ^ (2) ] 

(.—). Droite : exposants locaux correspondants. 


ici faite est de garder le plus d’exactitude possible, et il ne sera ainsi pas utilise d’expression en 
fonction de R\ lors des tests sur les donnees. 

L’utilisation de R\ dans l’expression obtenue est cependant interessante pour comparer ce 
resultat a la litterature sur ce sujet. Elle perrnet tout de merne une bonne description du phenomene, 
bien qu’un peu rnoins precise. On va ici resumer les resultats precedents, exprimes avec R\, en uti- 
lisant la relation suivante (cf. l’annexe A) : 


A 6 
~L~d ~ r R\ 


Fonction de structure d’ordre 3 compensee 

La fonction de structure d’ordre 3 compensee s’ecrit alors : 


S c v (3,l)^l-AR~ 2 — 


l \C«(2)-2 


L d J 


5 + Cu(2) \Ld) 


Cv(2) 


avec A ~ 36^(2). 

Discutons maintenant de la dependance en Reynolds des caracteristiques importantes de cette 
expression : son maximum et son exposant £„(3). 


Maximum de S%(3,1) 


La valeur du maximum de la fonction de structure d’ordre 3 compensee, atteint lorsque l = l m , 
s’ecrit alors : 

S c (3, Z) ~ 1 — B 


R 


M2) 
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avec B ~ 5.02 si C„(2) = 2/3 et B ~ 5.15 si C„(2) = 0.71. 


La prediction precedente est portee sur la figure 13.9, a gauche, pour une gamrne de nornbre 
de Reynolds R\ tres etendue, allant de 10 2 a 10 6 . Notons que puisque la relation entre A /Ld n’est 
pas exacte, et que modifier la valeur de £„(2) (de 2/3 a 0.71) ne modifient que peu la valeur du 
maximum, seule l’expression correspondant a (, v (2) = 2/3 est tracee. 



'°9io (F V lo 9io (F V 


Fig. 13.9 - Maximum de la fonction de structure d’ordre 3 compensee (gauche) et expo- 
sant Cv{3) (droite) en fonction de R\. 

La modelisation ne tend done bien que lentement vers la loi des 4/5, pour laquelle le maximum 
vaut 1, et s’en ecarte notablement pour R\ < 10 4 , ce qui est un nornbre de Reynolds tres grand en 
pratique. Les effets des ternres correctifs se font done bien sentir dans le cadre des experiences de 
turbulence. Par exemple, si R\ = 1000, le maximum vaut 0.95. 

Exposant ( v (3) lorsque R\ —> +oo 

La prediction pour l’exposant £„(3) peut elle-aussi s’exprimer a l’aide de R\, lorsque R\ —> +oo : 

~ 1 ~~ R^’ 

avec C ~ 2.65 si C«(2) = 2/3 et C ~ 2.51 si C«(2) = 0.71. 

La prediction pour l’exposant C^(3) si £„(2) = 2/3 est tracee sur la figure 13.9, a droite. Notons 
que, comrne on l’a vu lors de la discussion de la valeur de Cr(3) en fonction de A /Ld, cette formule 
sous-estime la valeur de /,,(3) pour les plus petits nombres de Reynolds. 

Les conclusions sont les rnernes : on s’attend a des exposants £„(3) notablement differents de 1 
pour R\ < 10 4 . Si R\ = 1000, la formule precedente predit par exemple £„(3) = 0.97. 
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13.5 Discussions 


13.5.1 Turbulence en declin et litterature 

Les resultats precedents s’inscrivent tout naturellement dans lalignee des articles [96, 97, 59, 60], 
puisque ceux-ci modelisent la fonction de structure d’ordre 3 dans le cas de la turbulence homogene 
en declin. Notons qu’ils sont aussi relies aux travaux [47, 6, 46, 171], qui s’attachent a mesurer cha- 
cun des terrnes intervenant dans l’equation de Karman-Howarth et verifier que leur somrne redonne 
bien le terrne predominant —4/5 el. 

Lindborg [96] utilise la rnerne demarche que celle ici decrite, rnais en utilisant un autre rnodele 
pour le declin de la turbulence (le rnodele K — e), en utilisant des constantes phenomenologiques 
non exactement connues (par exemple pour le rnodele K — e ou en utilisant la loi des 2/3 de Kol¬ 
mogorov [58] : S v (2,l) = Ce 2 / 3 / 2 / 3 , ou C est une constante proche de 2 en pratique), et enfin en 
utilisant des relations entre les echelles rj, A et le nornbre de Reynolds R\, forcement approchees. 
Bien evidemment, les resultats sont sensiblement les rnernes : les terrnes correctifs sont des lois de 
puissances de l’echelle l d’exposants respectifs 2/3 (terrne non-stationnaire) et —4/3 (terrne dissi- 
patif), ce qui est du au choix ^(2) = 2/3. 

En revanche, les constantes multiplicatives de ces terrnes correctifs sont forcement differentes, 
puisqu’elles font intervenir des relations approchees, contrairement au raisonnement aboutissant a 
la modelisation (13.10). 

Lundgren [97, 98] utilise des developpements asymptotiques, toujours pour de la turbulence 
homogene, isotrope et en declin, l’un vers l’echelle integrate Lk, et l’autre vers l’echelle dissipative 
rj, en exprimant les developpements asymptotiques en series du nornbre de Reynolds R e . En irn- 
posant aux deux developpements de coincider pour les echelles de la zone inertielle, il en deduit 
une expression pour la fonction de structure d’ordre 3, du rnerne type que celle de Lindborg [97]. II 
generalise dans [98] ces expressions aux fonctions de structure d’ordre quelconque. L’expression de 
la fonction de structure d’ordre 3 obtenue fait elle-aussi intervenir des relations phenomenologiques 
entre echelles. 

Gagne et al. [59, 60] utilisent les resultats precedents [96, 97] et les comparent a divers jeux de 
donnees, issues d’experiences differentes de turbulence, et notamment d’ecoulements differents (jet, 
grille, tunnel). Ils montrent que le rnodele propose de la fonction de structure d’ordre 3 exhibe une 
adequation globalement correcte a toutes les donnees testees. 

Tous ces travaux presentent done de fortes similitudes avec la modelisation presentee dans ce 
memoire de these. L’un des principaux apports du travail effectue est d’etudier precisement com¬ 
ment se traduisent en terrne d’exposant G(3) les terrnes correctifs a la loi de puissance, afin d’essayer 
d’expliquer l’observation couramment effectuee que cet exposant est strictement inferieur a 1. 

II est de plus arguments que l’introduction de relations phenomenologiques dans les travaux 
[96, 97, 59, 60] degrade inutilement la precision des relations obtenues. C’est pour cela que l’usage 
de constantes phenomenologiques a ete evite dans le travail presente afin d’avoir une modelisation la 
plus exacte possible, le but etant de la tester sur des donnees avec le minimum de parametres libres. 
On va voir que cela va permettre, en comparant les resultats obtenus sur deux types d’ecoulements 
differents, d’apporter des arguments au fait que le terrne non-stationnaire a une signature non- 
universelle, e’est-a-dire dependant du type d’ecoulement turbulent considere (en l’occurence ho¬ 
mogene ou non). 
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13.5.2 Turbulence forcee 

L’approche utilisee dans ce memoire de these, ainsi que tous les travaux que l’on vient de citer, 
s’interessent a la turbulence en declin, que l’on peut observer, sous l’hypothese de turbulence gelee 
de Taylor, dans un certain nornbre de situations experiment ales (se reporter au paragraphe 13.3.1). 
On peut cependant se demander ce qu’il advient des situations pour lesquelles la turbulence est 
forcee, ou entrenue : la puissance dissipee par les forces visqueuses aux petites echelles est compensee 
par la puissance fournie par des forces exterieures a grande echelle. C’est le cas par exemple pour 
l’ecoulement de Von Karrnan, ou le fluide considere est geometriquement confine dans un cylindre 
ferrnee. Un ecoulement turbulent (cf. par exemple [114]) peut alors etre genere et entretenu par 
deux disques munis de pales, et tournant en sens contraires (ce dispositif experimental est parfois 
appele machine a laver). 


Modelisation de la fonction de structure d’ordre 3 

Novikov [133] a derive une equation reliant les fonctions de structure d’ordres 2 et 3, adaptant 
1’equation de Karman-Howarth (equation (13.1)) au cas oil la turbulence n’est plus en declin, rnais 
soumise a un forqage exterieur, modelise par une force aleatoire gaussienne, correlee en espace, ce 
qui perrnet de definir une echelle de forqage Lf. Cette echelle, qui gouverne 1’echelle integrale que 
l’on peut definir a partir de l’ecoulement, est du rnerne ordre de grandeur sans pour autant lui etre 
egale [118] (cf. l’annexe A). L’equation resultante 4 , que l’on appellera equation de Karman-Howarth 
forcee, est [133, 118] : 

con « dS v (2,l) 2 l 3 4 , noio , 

S v (3, l) — 6u - — - 7 e L? = ~5 eL (13.18) 

L’ecoulement est suppose stationnaire en temps, il n’y a done pas de dependance en t cornrne dans 
(13.1). 


Si l’on applique le rnerne raisonnement que celui employe au paragraphe 13.3 a l’equation (13.18) 
pour les echelles l inertielles, on arrive facilement a l’expression 5 : 


S v (3,l)~--el 

5 


1 - Cu(2) ( ^ 

L'd 


l 

Ld 


C«(2)—2 


5 

14 


l 


(13.19) 


a comparer a l’equation (13.10). Notons en particulier que la modelisation (13.19) prevoit un ex- 
posant egal a 2 pour le terrne non-stationnaire, contrairement a (13.10) qui prevoit ~ 2/3 6 . 

Moisy et al [118] ont rnontre de faqon experiment ale, dans le cas de l’ecoulement de Von-Karman, 
que cette equation, ou des relations phenomenologiques supplementaires ont ete introduite comrne 
dans [96, 97, 59, 60], decrivait bien la fonction de structure d’ordre 3 experimentale. 


Discussions 

On ne peut pas effectuer Petude de cette expression comrne precedemment, c’est-a-dire sans 
faire intervenir de relation phenomenologique entre les echelles caracteristiques : on ne connait 

4 Notons que c’est une equation approchee, puisque des termes en eU sont negliges [133]. 

L f 

- 2 / 1 \ C(2) 

'’II sufiit de remplacer la fonction de structure d’ordre 2 par 2a pour l < Ld- 

6 Notons que Quian [143] aboutit, en travaillant sur l’equivalent de la relation de Karman-Howarth dans l’espace 
de Fourier, a un exposant fixe de —4/3 pour le terme correctif dissipatif, mais a un exposant non fixe a priori (il ne 
se place pas specifiquement sous une hypothese de turbulence en declin ou forcee) pour le terme non-stationnaire. 
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pas vraiment le lien entre l’echelle de forgage Lf et l’echelle de decorrelation Lj [118], rnerne s’il 
apparait assez clairement que ces deux echelles sont du rnerne ordre de grandeur. Puisque l’echelle 
de forgage est definie cornrne l’echelle de correlation des forces aleatoires exterieures, on supposera 
ici, sans autre justification, que Lf = Lj : 


S v (S,l ) ^ 



C«(2) 


f \\ 2 f l \ c ” (2) “ 2 

\LdJ \LdJ 


— f—Y 

14 


Cette modelisation est illustree par la figure 13.10, qui reprend et complete la figure 13.4. II est 
en particular toujours fait le choix de parametres suivants : £„(2) = 2/3, e = 5/4 m 2 .s~ 3 , Lj = 1 m 
et A = 0.01 m, et ce pour les deux modelisations (13.10) et (13.19). 


Plusieurs remarques sont a faire. Premierement, le terrne correctif non-stationnaire, effectif pour 
les echelles proches de l’echelle de decorrelation Lj, perturbe beaucoup rnoins la loi de puissance 
—4/5 el. En effet, ce terrne correctif diminue beaucoup plus vite dans le cas de la modelisation de 
turbulence forcee (13.19) que pour celle de la turbulence en declin (13.10) : dans les deux cas, ce 
terrne correctif est en ( l/Ld) a , rnais l’exposant a passe de 2/3 a 2. Ainsi, la garnrne d’echelles l pour 
lesquelles on a raisonnablement un comportement en loi d’echelle d’exposant (/,(3) est plus etendue 
vers l’echelle L^ dans le cas de la turbulence forcee que dans celui de la turbulence en declin (cf. 
figure 13.10 en haut a droite et en bas a gauche). 

Etudions maintenant les predictions de la modelisation de turbulence forcee (13.19), en terrnes 
de maximum de la fonction de structure d’ordre 3 compensee et d’exposant £„(3) (ces deux quantites 
sont definies et calculees extacement de la rnerne fagon que precedemment, cf. le paragraphe 13.4), 
lorsque le rapport A /L^ varie. Les resultats sont portes sur la figure 13.11, a rnettre en parallele 
avec les figures 13.5 et 13.6. 

Le maximum de la fonction de structure d’ordre 3 compensee converge beaucoup plus vite, 
lorsque Ld/X augmente, vers sa valeur asymptotique 1. Par exemple, si A /Ld = 0.01 (ce qui est 
valeur courante dans les experiences de turbulence : pour les donnees de Modane, ce rapport vaut 
environ 0.011), le maximum de la fonction de structure d’ordre 3 compensee vaut 0.930 pour la 
turbulence en declin et 0.996 en turbulence forcee. 

La situation est identique pour la convergence de £„(3) vers 1, rnais avec une difference irnpor- 
tante par rapport au cas de la turbulence en declin : la modelisation (13.19) predit un exposant 
Cv(3) superieur a 1, et pas inferieur a 1 cornrne precedemment. Toujours pour A /Ld = 0.01, on ob- 
tient C„(3) ~ 0.966 pour la turbulence en declin, et ( v ( 3) ~ 1.003 pour la turbulence forcee. Notons 
qu’une observation attentive de la fonction de structure d’ordre 3 compensee issue des mesures de 
Moisy et al. dans leur article [118], sernble bien montrer un exposant £y(3) superieur a 1. 

Le cas de la turbulence forcee illustre ainsi bien que la fonction de structure d’ordre 3 est sen¬ 
sible, pour les echelles inertielles, a la nature rnerne de l’ecoulement turbulence considere. Le terrne 
correctif effectif aux echelles proches de l’echelle de decorrelation prend en en effet des expressions 
differentes selon la nature de l’ecoulement, et son influence, par exemple sur la valeur de l’exposant 
Cd( 3) varie notablement d’un ecoulement a l’autre. 


Le cas de la turbulence forcee ne sera pas plus etudie, car les donnees experiment ales utilisees 
dans ce memoire de cette these (cf. le chapitre 2) n’entrent pas dans ce cadre. 
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Fig. 13.10 - Modelisations correspondant a la turbulence en declin homogene (13.10) 
(trait continu) et a la turbulence en declin (13.19) (trait en pointilles) de la fonction de 
structure d’ordre 3 (L^ = 1 m et A = 0.01 m). En haut a gauche : log2>S),(3, l). En haut a 
droite : log2*S);(3, /). En bas a gauche : exposant local de S v ( 3, l ). En bas a droite : derivee seconde 
de log2<S);(3, l ) par rapport a log 2 h 
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log 10 (L d A) 'oV-c/^ 

Fig. 13.11 - Valeurs maximales de S%(3,1) et exposants £ v (3) predits par les modelisations 
correspondant a la turbulence en declin homogene (13.10) (o) et a la turbulence forcee 
(13.19) (□). 
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Chapitre 14 


Comparaison aux donnees 
experimentales 


II vient done d’etre construit une modelisation de la fonction de structure d’ordre 3, qui tient 
explicitement cornpte des ecarts a la loi des 4/5 de Kolmogorov. Ce rnodele apporte en effet deux 
corrections a cette loi, l’une etant universelle et valable pour les plus petites echelles de la zone 
inertielle (echelles proches de l’echelle de Taylor), l’autre dependant explicitement de la nature 
particuliere de l’ecoulement turbulent considere, et effectif aux plus grandes echelles de la zone 
inertielle (echelles proches de l’echelle de decorrelation). 

II est interessant de confronter les predictions de ce rnodele a des signaux experimentaux de 
vitesse turbulente. C’est ce qui va etre fait dans ce chapitre, sur deux jeux de donnees, les donnees 
de turbulence dans un tunnel de Modane, R\ — 2000 et les donnees de jet turbulent de l’ENSL, 
R\ ~ 380 (cf. le chapitre 2). 


14.1 Principe de l’ajustement 


La modelisation qui vient d’etre faite de la fonction de structure d’ordre 3 (13.10) va etre 
confrontee aux donnees de la fagon suivante. Le logarithme de la fonction de structure d’ordre trois 
compensee (log25/(3, l ) = log2S'„(3, l) — log20> est ajustee par le rnodele M(l ) a quatre parametres : 


M(l) 


Pi + log 2 


l-P-2 



(14.1) 


Notons qu’ajuster la fonction de structure d’ordre trois directement ou la fonction de struc¬ 
ture d’ordre 3 compensee reviennent exactement au merne : il suffit en effet de remarquer que 
log 2 5,(34) = log2<SJ;(3, l) + log 2 ? et de remplacer alors le rnodele precedent par M(l) + log 2 l 
On choisira done plutot la fonction de structure compensee, car il est plus facile de visualiser 
les ecarts a la loi des 4/5 de Kolmogorov, selon laquelle S c (3,l) devrait etre une constante. On 
reportera systematiquement en revanche l’exposant local de la fonction de structure d’ordre 3 
(non-compensee), afin de visualiser l’ecart a C^(3) = 1 (l’exposant local de la fonction de structure 
est celui de la fonction de structure compensee plus un). 


L’ajustement de ce rnodele a la fonction de structure d’ordre 3 compensee se fait sur une ganirne 
d’echelles {lk\k=i..n(l)i choisie dans la zone inertielle, puisque c’est pour cette gamrne d’echelle que 
la modelisation a ete construite. On discutera lors de la rnise en oeuvre de l’ajustement du choix 
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de cette gamme d’echelles. 

L’ajustement est effectue a l’aide d’une regression non-ponderee : on quantifie l’ecart du rnodele 
aux donnees par l’ecart quadratique rnoyen : 

n{l) 

eqm(Pi,F 2 ,F 3 ,P 4 )= -tjt T, (log 2 SJ(3, k) - Wk)f • (14.2) 

L’ecart quadratique rnoyen eqrn(Pi, P2, P- 3 , P4) est alors minimise a l’aide d’algorithmes du lo- 
giciel Matlab en faisant varier les quatre parametres P % . On notera P? les valeurs de ces parametres 
realisant ce minimum. 

L’echelle de decorrelation joue ici un role transparent : c’est l’unite de longueur que l’on donne 
aux echelles l. Si l’on choisit CLj an lieu de L^, l’ajustement du rnodele (14.1) aux donnees se fera 
avec le rnerne ecart quadratique rnoyen, avec P 2 —■► p 2 C Pi et P 3 —> P%C Pi ~ 2 . La valeur de Ld ne 
change done pas la bonte de l’ajustement, rnais seulement les valeurs des parametres realisant le 
minimimum l’ecart quadratique rnoyen. 

14.1.1 Exploitation des resultats 

Une fois l’ajustement effectue, on peut remonter aux grandeurs physiques intervenant dans la 
modelisation (13.10) a l’aide des relations suivantes : 



C(2) = Pi, 

( 5 Y- P s 

{s + CvWj 21 

l’indice m indiquant que ces estimations sont issues de la modelisation. 

14.2 Turbulence homogene : donnees de turbulence de tunnel de 
Modane, R,\ ~ 2000 

Nous allons confronter dans ce paragraphe la modelisation de la fonction de structure d’ordre 
trois qui vient d’etre faite aux donnees de Modane (cf. le chapitre 2). On rappelle que ces donnees 
correspondent a des mesures effectuees dans un tunnel de l’ONERA a Modane, et que la tur¬ 
bulence ainsi generee peut etre consideree avec une tres bonne approximation comrne homogene 
(communication privee d’Yves Gagne) : les grandeurs caracterisant la turbulence (l’ecart-type des 
fluctuations de vitesse par exemple) sont homogenes dans tout plan perpendiculaire a la direction 
de propagation de l’ecoulement rnoyen. 

La turbulence generee dans un tunnel ne peut a priori etre consideree comrne de la turbulence 
en declin : puisque l’ecoulement est geometriquement confine par les parois du tunnel, de l’energie 
est constamment injectee dans les fluctuations turbulentes par l’intermediaire des couches limites 
existant sur ces parois. Dans l’experience de Modane, la rnesure est effectuee juste en arnont d’un 
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coude (en amont des grilles d’aube du coudes 3 de la soufflerie SI plus exactement), ce qui entraine, 
par un effet de blocage, une diminution de la moyenne et de la variance de la vitesse longitudi- 
nale, leur rapport restant constant. Cette particularity de l’experience de Modane perrnet alors 
de considerer raisonnablement (communication privee d’Yves Gagne) les signaux mesures comrne 
correspondant a de la turbulence en declin. La relation (13.8), liant la variation de l’ecart-type selon 
la direction de propagation moyenne a la puissance dissipee moyenne en utilisant une hypothese de 
turbulence en declin, est en particulier verifiee, et l’on espere done que la modelisation precedente 
decrive bien la fonction de structure d’ordre 3 mesuree sur ces donnees. 

14.2.1 Modelisation de la fonction de structure d’ordre 2 

II faut tout d’abord mesurer l’echelle de decorrelation L c [ (cf. paragraphe 14.1) avant de proceder 
a l’ajustement de S');(3, l). On effectue pour cela un ajustement de la fonction de structure d’ordre 
2 selon le rnodele (13.6) : 


S v (2, l, x) ~ 



si l < Ld 
si l > Ld 


Cette modelisation correspond a deux portions de droite dans un diagramme log-log. On effectue 
done deux regressions lineaires (non-ponderees) entre les echelles 2~ 5 5 m et 2 -4 m d’une part pour 
la partie ”loi de puissance”, car e’est dans cette garnrne d’echelles que l’exposant local de la fonction 
de structure d’ordre 2 varie le rnoins (cf. figure 14.1), et entre les echelles 2 3 ' 5 m et 2 6 ' 5 m d’autre 
part pour la partie ” plateau”. 




log 2 (l) log 2 (l) log 2 (l) 


Fig. 14.1 - Logarithmes (en base 2) de la fonction de structure d’ordre 2 pour les donnees de 
Modane (gauche), de la fonction de structure compensee par Z 2 / 3 (milieu) et exposant local de la 
fonction de structure d’ordre 2 (droite). 


Les deux regressions lineaires sont portees sur la figure 14.2, ce qui perrnet de definir l’echelle 
de decorrelation La comrne la valeur de l’echelle l pour laquelle les deux ajustements s’intersectent. 
On trouve ici : 


L d ~ 2°- 69 rri ~ 1.61 m. 
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Fig. 14.2 - Modelisation de la fonction de structure d’ordre 2 pour les donnees de 
Modane : (o) donnees, traits en pointilles : modelisation. 


14.2.2 Choix de la zone d’ajustement 

On peut desormais effectuer l’ajustement de la fonction de structure compensee obtenue sur les 
donnees par le rnodele (14.1). 

La zone d’ajustement a ete choisie de l’echelle l ~ 4.12 mm (— 2~' 92 m) a l’echelle l — 0.298 m 
(~ 2~ 1 ' 75 m ), soit sur presque deux decades. Cette zone (cf. figure 14.3) est done bien centree 
sur la zone inertielle : l’exposant local varie le rnoins au milieu de cette zone. Cette gamrne est 
choisie assez grande pour bien tenir cornpte des ecarts de la fonctions de structure compensee a un 
comportement en loi de puissance. S%(3,1) atteint un maximum d’environ 1.52 m 2 .s~ 3 a peu pres 
au milieu de cette gamrne, et des minima sur les deux bords de la gamrne, d’environ 1.14 mm 2 .s ~ 3 , 
ce qui fait une variation relative (definie comrne Q ) d’environ 29%. 

On peut se convaincre que la gamrne d’echelles choisie est suffisamment grande pour bien tenir 
cornpte des corrections a grandes et petites echelles par la valeur de l’exposant local dans cette 
gamrne : l’exposant local s’y ecarte notablement de 1, d’environ 0.7 a 1.5 (Cf figure 14.3). 

14.2.3 Resultats 

Le resultat de l’ajustement est donne sur la figure 14.3 : l’ajustement y apparait visuellement tres 
bon. Les valeurs Pf des parametres du rnodele (14.1) obtenues lors de la minimisation permettent 
alors d’obtenir des valeurs pour les grandeurs physiques de la modelisation : 

e m ~ 2.08 m 2 .s~ 3 , 

X m ~ 19.9 mm, 

C(2) - 0.66, 
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log 2 (l) log 2 (l) 


Fig. 14.3 - Gauche : ajustement de la fonction de structure d’ordre 3 compensee pour les donnees de 
Modane : (o) donnees, traits en pointilles : nrodelisation. Droite : exposants locaux correspondants. 


14.2.4 Commentaires 

Les deux premieres valeurs sont a comparer a celles obtenues par les nrethodes habituelles (cf. 
chapitre 2) : 

e ~ 1.91 m 2 .s~ 3 , 

A ~ 17.9 mm. 

On voit que 1’accord est bon. En effet, en ce qui concerne la puissance moyenne dissipee e , la 
nrodelisation (13.10) prevoit un maximum de la fonction de structure d’ordre 3 compensee (cf. pa- 
ragraphe 13.4.1) de l’ordre de 92% (si £„(2) = 2/3) a 94% (si <%(2) = 0.71) de |e (avec Ld ~ 1.61 rri 
et A ~ 17.9 mm). Or 2.08 m 2 .s~ 3 x 0.92 ~ 1.92 m 2 .s~ 3 et 2.08 m 2 .s~ 3 x 0.94 ~ 1.95 m 2 .s ~ 3 , ce 
qui correspond tres bien a la valeur obtenue en utilisant le maximum de la fonction de structure 
d’ordre trois compensee (cf. chapitre 2). Cette correction prevoit une echelle de Taylor (en utilisant 

la relation A = yj et en prenant e ~ 2.08 m 2 .s~ 3 ) legerenrent plus faible : 17.2 mm, rnais qui 
est toujours tout-a-fait compatible avec X m . 

La valeur de Cu(2) obtenue est elle aussi pleinement coherente. La valeur obtenue par la nrethode 
habituelle, c’est-a-dire par une regression lineaire dans un diagranrme log-log pour la zone inertielle, 
qui a ete effectuee lorsque la fonction de structure d’ordre a ete modelisee (cf. figure 14.2) fournit 
quant-a-elle ^„(2) ~ 0.70. Les deux valeurs sont done bien compatibles. 

Interessons-nous enfin au parametre caracterisant la partie non-stationnaire de la nrodelisation 
(13.10), et qui depend du type d’ecoulement etudie : si l’ecoulement est honrogene, ce facteur vaut 
5+( / ^ — 0.88 (valable pour ^„(2) = 2/3 et ^(2) = 0.71). L’ajustenrent fournit la valeur : 
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qui est en tres bon accord avec la prediction 5+ ^ 5 ^ ~ 0.88. 

Pour terminer, il est interessant de comparer la valeur de £ t ,(3) predite par la modelisation 
utilisee (13.10) a celle que l’on peut mesurer directenrent par regression lineaire sur la fonction 
de structure d’ordre 3 obtenue. Cette regression est effectuee entre les echelles l = 2 -5,5 m et 
l = 2~ 4 m, garnrne d’echelles qui a ete discutee au paragraphe 14.2.1. On obtient £„(3) — 0.974, qui 
est en bon accord avec la valeur predite pour les donnees de Modane (en choisissant X/Lj = 0.011 
et C«(3) = 2/3) : C„(3) ^ 0.964. 

14.2.5 Conclusion 

L’ajustement qui a ete realise sur les donnees de Modane a l’aide de la modelisation (13.10) 
apporte done un indice serieux a la pertinence de cette modelisation de la fonction de structure 
d’ordre 3 d’un ecoulement turbulent homogene, et correspondant a de la turbulence en declin, pour 
les echelles inertielles (et un peu au-dela). Notons que l’hypothese de turbulence en declin pour cet 
ecoulement de turbulence de tunnel sernble en particulier etre une bonne approximation. Les valeurs 
des grandeurs physiques classiques (e, A et ( v (2)) sont retrouvees avec un bon accord, et le parametre 
caracterisant le terrne non-stationnaire 5+ ^ 5 ^ , obtenu grace a l’hypothese d’homogeneite, et done 
specifique a de tels ecoulements, est lui-aussi reconvert avec un tres bon accord. 

14.3 Turbulence non homogene : donnees de jet turbulent de 
l’ENSL, R x ~ 380 


Nous allons a present nrener la rnerne etude avec un autre ecoulement turbulent, un jet turbulent. 
Ce sont les donnees de l’ENSL, de nornbre de Reynolds R\ — 380 (cf. chapitre 2). Cet ecoulement ne 
donne pas naissance a de la turbulence homogene : les caracteristiques de la turbulence (par exemple 
l’ecart-type de la vitesse) ne sont pas constantes dans les plans perpendiculaires a la direction de 
propagation, rnerne localement si la rnesure est faite au centre du jet [169, 163]. La modelisation 
(13.10) proposee n’est done pas sensee s’appliquer a ces donnees, plus particulierement la correction 
non-stationnaire, qui fait intervenir l’hypothese d’homogeneite de l’ecoulement (contrairement a la 
correction dissipative qui est elle universelle). 

Puisque l’on vient de voir que cette modelisation s’appliquait bien a des donnees de turbulence 
homogene, il est interessant de la tester sur des donnees de turbulence non-homogene, afin de 
montrer que ces resultats n’etaient pas fortuits, et que la nature de l’ecoulement etudie influe bien 
de faqon significative (par 1’intermediate du terrne non stationnaire) la fonction de structure d’ordre 
3 rnerne dans la zone inertielle. 

14.3.1 Modelisation de la fonction de structure d’ordre 2 

La fonction de structure d’ordre 2 est toujours modelisee par deux comportenrents lineaires dans 
un diagranrme log-log. La partie loi de puissance (l < Lj) est obtenue par une regression lineaire 
(non-ponderee) dans la ganrme des echelles inertielles, choisie entre 2 -6 ' 5 m et 2 -4 ' 5 m, soit deux 
octaves. La zone inertielle est bien-sur plus petite que dans le cas precedent, puisque le nornbre de 
Reynolds vaut ici R\ — 380 et non plus ~ 2000, cornrne on peut l’observer sur la figure 14.4. La 
partie constante est elle obtenue par une regression lineaire entre 2° m et 2 4 rn. 

Ces deux regressions lineaires sont portees sur la figure 14.5, ce qui perrnet d’estimer l’echelle 
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Fig. 14.4 - Fonction de structure d’ordre 2 pour les donnees de jet (gauche), fonction de structure 
compensee par l 2 / 3 (milieu) et exposant local de la fonction de structure d’ordre 2 (droite). 


de decorrelation : 


L(j ~ 2 2A m ~ 18.9 cm. 



log 2 (l) 


Fig. 14.5 - Modelisation de la fonction de structure d’ordre 2 pour les donnees de jet : 

(o) donnees, traits en pointilles : modelisation 


14.3.2 Choix de la zone d’ajustement 

La zone d’ajustement choisie pour le rnodele (14.1) s’etend de l — 2.55 mm (~ 2~ 8 ' 61 m ) a 
l ~ 103 mm (~ 2 -3 ' 28 m), soit un peu rnoins de deux decades. Cette zone d’ajustement a ete 
choisie selon les deux criteres suivants : elle est centree sur la zone ou l’exposant local varie le 
rnoins (cf. figure 14.6) et est assez large pour tenir cornpte des ecarts de la fonction de structure 
d’ordre 3 a la loi des 4/5 de Kolmogorov. De plus, afin que la comparaison avec les resultats obtenus 
precedemment avec les donnees de Modane ait un sens, cette zone correspond aussi a une rnerne 
variation relative de la fonction de structure d’ordre 3 compensee : S%(3,1) atteint son maximum 
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a peu pres au centre de la zone d’ajustement, pour une valeur de ~ 2.69 m 2 .s~ 3 , et des minima 
sur les bords de cette zone de valeur ~ 2.06 m 2 .s~ 3 . Cela correspond a une variation relative 
d’environ 27%, correspondant a celle utilisee pour les donnees de Modane (qui etait de 29%). De 
rnerne, la variation de l’exposant local se fait entre environ 0.7 a 1.5, tout comrne pour l’ajustement 
precedemment realise. 


14.3.3 Resultats 


L’ajustement est done effectue sur la zone precedemment decrite. Le rnodele (14.1) sernble 
encore une fois bien decrire la fonction de structure de ces donnees de turbulence, bien que l’ecart 
entre les donnees et le rnodele soit plus important que dans le cas precedent (cf. figure 14.6). 


£2 
u > 

in 




Fig. 14.6 - Gauche : ajustement de la fonction de structure d’ordre 3 compensee pour les donnees 
de jet : (o) donnees, traits en pointilles : modelisation. Droite : exposants locaux correspondants. 


Les valeurs Pf des parametres du rnodele (14.1) obtenues lors de la minimisation permettent 
alors d’obtenir des valeurs pour les grandeurs physiques de la modelisation : 


~ 3.74 m .s 


2 „—3 


X m ~ 8.49 mm, 
C(2) 0.79, 

/ r. \ m 

-r-r-T - 0.45 

+ Cu(2) / 


14.3.4 Commentaires 

Les deux premieres valeurs sont a comparer a celles obtenues par les methodes habituelles (cf. 
chapitre 2) : 

e ~ 4.49 m 2 .s~ 3 , 

A ~ 6.43 mm. 
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Commengons par discuter de la valeur de e. Puisque e a ete estirne grace a la derivee du signal 
de vitesse dans ce cas-la et non pas a partir du maximum de la fonction de structure d’ordre 3 
compensee, on ne peut expliquer cet ecart a cause de la difference entre ce maximum et 4/5e. 

Notons quand-meme que la methode du maximum de la fonction de structure d’ordre 3 com¬ 
pensee fournit sur ces donnees la valeur e ~ 3.36 m 2 .s~ 3 , qui est elle compatible avec la valeur 
obtenue par ajustement. En effet, d’apres le paragraphe 13.4.1, on s’attend a un maximum de la 
fonction de structure d’ordre 3 compensee d’environ 84% (si £,,(2) = 2/3) a 86% (si ( v ( 2) = 0.71) 
de |e. Si l’on choisit e = e m , cela donne un maximum compris entre 3.14 et 3.21 m 2 .s~ 3 , ce qui est 
proche de la valeur directement mesuree du maximum. 

Ce resultat (i.e. la valeur de e m ) sernble indiquer que soit la methode choisie pour estimer la 
puissance moyenne dissipee est un peu biaisee, soit que la modelisation (13.10) n’est pas ici appro- 
priee, ce qui est attendu, puisqu’elle est construite pour les ecoulements de turbulence homogene, 
et que les ecoulements de jets sont non-homogenes. L’ecart observe est certainement du a ces deux 
explications. 


L’ecart observe sur l’echelle de Taylor est lui-aussi assez important (de l’ordre de 30%). Puisque 
A et e sont en pratique calcules de la rnerne fagon (cf. chapitre 2 : soit l’on mesure e et l’on en 

deduit A avec la relation A = \J 15 1 ^, soit l’on construit la surrogate de la puissance dissipee qui 
lie par definition A et e par la rnerne relation), la discussion qui vient d’etre faite sur e s’applique 
aussi a A. 


La valeur de Cu(2) obtenue est completement compatible : la methode habituelle (regression 
lineaire dans un diagramme log-log) fournit (j„(2) — 0.67. Encore une fois, il ne faut pas s’attendre 
a une grande precision quant-a la mesure de £„(2) par cette methode, puisque la valeur de Cu(2) 
n’intervient que dans les terrnes correctifs. 

Finissons cette discussion par le resultat le plus interessant. L’ajustement fournit pour le pa- 
rametre P 4 la valeur : Pf ~ 0.45. Ce parametre depend de la modelisation du terrne non-stationnaire 
dans l’equation de Karman-Howarth, et on a vu qu’il etait necessaire d’introduire une informa¬ 
tion sur l’ecoulement etudiee. Le terrne non-stationnaire a ainsi ete modelise en supposant que 
l’ecoulement etait homogene. Or ce n’est pas le cas ici, puisque les donnees ici analysees sont des 
donnees de jet turbulent. Cet ajustement, en fournissant une valeur notablement differente et plus 
petite que 5+( p ^ ~ 0.88, rnontre bien que cette hypothese n’est pas valable pour ces donnees de 
jet. 

Ce terrne decrit la decroissance de l’ecart-type cr(x) selon la direction longitudinale, reperee 
par x. Si l’ecoulement est homogene, cette variation n’est due qu’a la dissipation. Dans le cas d’un 
jet turbulent, la section de ce jet s’elargissant, l’echelle integrale et l’ecart-type de la vitesse ont 
tendance a augmenter lineairement avec x, distance de la sonde de mesure a la buse, lorsque x 
est superieur a environ 40 diametres de buse [169, 163], ce qui est l’effet inverse de celui du a la 
dissipation. On s’attend alors a ce que le terrne correctif non stationnaire soit rnoins important que 
dans le cas homogene, ce qui va bien dans le sens du resultat fourni pas cet ajustement. De plus, 
la modelisation qui a ete faite retient aussi l’hypothese d’isotropie pour l’ecoulement turbulent, or 
dans le cas du jet turbulent, il faudrait utiliser comrne symetrie l’axisymetrie autour de l’axe de jet 
(cf. par exemple [6]). Il est raisonnable de penser que l’ecart a l’isotropie est ’’gomrne” aux petites 
echelles (de l’ordre de l’echelle de Taylor) par le phenomene turbulent, et que done le terrne correctif 
dissipatif n’est pas affecte. Ce n’est pas le cas a priori pour le terrne correctif non stationnaire. Pour 
pouvoir etre sur de cette interpretation, il faudrait calculer le terrne non stationnaire dans ce cas-la, 
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ce qui reste a faire. 


14.3.5 Modelisation semi-empirique de la fonction de structure d’ordre 3 
Definition 

L’ajustement qui vient d’etre effectue sur les donnees de jet de l’ENSL sernble indiquer que la 
forme fonctionnelle utilisee est raisonnable, rnais que le parametre P -2 (cf. l’expression (14.1) du 
rnodele ajuste) est environ deux fois plus petit que la valeur predite par la modelisation (13.10) : 
P| ~ 0.45 au lieu de 5+( / ^ ~ 0.88. On propose done la modelisation semi-empirique suivante 
de la fonction de structure d’ordre 3 dans le cas de la turbulence de jet qui, rappelons-le, est un 
ecoulement de turbulence en declin non-homogene : 


S v (3,l,x ) ~ ~-e(x)l 
5 


1 - Ct, (2) 


A(x) 
L H 


l 

T d 


G ( 2)-2 


7 


l 

T d 


G(2)' 


(14.3) 


avec : 

7 = 0.45. 

On a done bien une modelisation empirique, puisque la valeur du parametre 7 est deduite de 
l’analyse des donnees de jet de l’ENSL effectuee au paragraphe precedent. 


Discussions 

Comparons alors la modelisation (14.3) a la modelisation (13.10). Cette comparaison est illustree 
par la figure 14.7, qui reprend et complete la figure 13.4. II est en particulier toujours fait le choix 
de parametres suivants : C„(2) = 2/3, e = 5/4 m 2 .s ~ 3 , L d = 1 m et A = 0.01 m, et ce pour les deux 
modelisations (13.10) et (14.3). 

Plusieurs remarques sont a faire. Premierement, le terrne correctif non-stationnaire, effectif pour 
les echelles proches de l’echelle de decorrelation L d , perturbe moms la loi de puissance —4/5 el pour 
la modelisation de jet turbulent (13.10) que dans le cas de modelisation de turbulence homogene 
(14.3). En effet, ce terrne correctif est deux fois rnoins important dans la premiere situation que 
dans la seconde, puisque 7 = 0.45 ~ \ ( 57772 ))- La garnrne d’echelles l pour lesquelles on a rai- 
sonnablement un comportement en loi d’echelle d’exposant £ v (3) (i.e. l’exposant local varie peu) 
est alors un peu plus etendue, pour un rapport L d /A fixe, pour la turbulence de jet que pour la 
turbulence homogene. 

Etudions maintenant les predictions de la modelisation de turbulence de jet (14.3), en ce qui 
concerne le maximum de la fonction de structure d’ordre 3 compensee et l’exposant ( v (3) (ces deux 
quantites sont definies et calculees exactement de la rnerne fagon qu’au paragraphe 13.4), lorsque 
le rapport A /L d varie. Les resultats sont portes sur la figure 14.8, a rnettre en parallele avec les 
figures 13.5 et 13.6. 

La premiere remarque est la suivante : dans le cas de la turbulence de jet, la modelisation 
proposee (14.3) converge un plus vite vers la loi des 4/5 de Kolmogorov que la modelisation de tur¬ 
bulence homogene (13.10). Cette convergence est cependant rnoins rapide que celle observee dans 
le cas de la turbulence forcee (cf. le paragraphe 13.5.2). Le maximum de la fonction de structure 
d’ordre 3 compensee converge un peu plus vite, lorsque L d /\ augmente, vers sa valeur asymptotique 
1. Par exemple, si A /L d = 0.01 (ce qui est valeur courante dans les experiences de turbulence : pour 
les donnees de Modane, ce rapport vaut environ 0.01), le maximum de la fonction de structure 
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Fig. 14.7 - Modelisations correspondant a la turbulence en declin homogene (13.10) 
(trait continu) et a la turbulence de jet (14.3) (trait en pointilles) de la fonction de 
structure d’ordre 3 (L^ = 1 m et A = 0.01 m). En haut a gauche : log2>Sj,(3, /). En haut a 
droite : log2<S);(3, l). En bas a gauche : exposant local de S v ( 3, l). En bas a droite : derivee seconde 
de log2<Sj;(3, l) par rapport a log 2 /. 


d’ordre 3 compensee vaut 0.930 pour la turbulence homogene et 0.955 pour la turbulence de jet. 

La situation est identique pour la convergence de £„(3) vers 1- Toujours pour A /Lj = 0.01, on 
obtient £„(3) — 0.966 pour la turbulence homogene et C„(3) — 0.977 pour la turbulence de jet. Si 
on choisit L^/X = 0.034, ce qui correspond aux donnees de jet de l’ENSL, R\ — 380 (L c i ~ 18.9 cm 
et A ~ 6.43 mm ), on obtient Cd( 3) — 0.930 pour la turbulence homogene et Cv{$) — 0.952 pour la 
turbulence de jet. 

Si l’on effectue la rnesure de ( v (3) par regression lineaire de la fonction de structure d’ordre 
3 experimentale, entre les echelles 2 -6 ' 5 m et 2 -4 ' 5 m (cf. le paragraphe 14.3.1), on trouve : 
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Fig. 14.8 - Valeurs maximales de S%(3,1) et exposants C„(3) predits par les modelisations 
correspondant a la turbulence en declin homogene (13.10) (o) et a la turbulence de jet (14.3) (□). 


( v (3) ~ 0.967. Cette valeur est relativement proche de 1, et est plus proche de la valeur predite 
par la modelisation (14.3) en turbulence de jet que de celle predite par la modelisation (13.10) en 
turbulence homogene. 

On retrouve done bien, comrne dans la cas de la discussion effectuee sur la turbulence forcee, 
que la fonction de structure d’ordre 3 est sensible, pour les echelles inertielles, a la nature merne 
de l’ecoulement turbulence considere. Le terrne correctif efFectif aux echelles proches de l’echelle de 
decorrelation prend en en effet des expressions differentes selon la nature de l’ecoulement, et son 
influence, par exemple sur la valeur de l’exposant £^(3), est claire. 

14.4 Conclusion et perspectives 

Cette etude numerique des fonctions de structure d’ordre 3 correspondant a deux ecoulements 
turbulents differents, l’un homogene, l’autre pas, aboutit a plusieurs resultats juges interessants. 
Tout d’abord, elle perrnet de valider avec un bon accord la modelisation proposee (13.10) pour 
la Fonction de structure d’ordre 3 des ecoulements turbulents homogenes (turbulence de tunnel, 
donnees de Modane). Les parametres libres de l’ajustement efFectue sont en efFet en bon accord 
avec les predictions de ce rnodele. 

De plus, l’ajustement de cette modelisation sur des donnees d’ecoulements non homogenes (tur¬ 
bulence de jet, donnees de l’ENSL), rnontre que, merne si la Forme Fonctionnelle sernble en assez bon 
accord, la valeur d’un des parametres d’ajustement ne correspond pas aux predictions. Ce resultat 
est coherent, car la modelisation proposee correspond a de la turbulence homogene, et e’est bien le 
parametre concernant la nature de l’ecoulement qui est afFecte. 

II est done explicitement rnontre que la Fonction de structure d’ordre 3, pour les echelles iner¬ 
tielles, est notablement afFectee par la finitude du nornbre de Reynolds, rnais aussi par la nature de 
l’ecoulement turbulent etudie. Ce commentaire se repercute bien sur pour l’exposant ( v (3), dont 
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la valeur depend explicitement non seulement du rapport de l’echelle de Taylor A a l’echelle de 
decorrelation L c i, rnais aussi de la nature particuliere de l’ecoulement (turbulence homogene ou 
non). 


Le terrne correctif non stationnaire n’a ete analytiquement obtenu que dans le cas de la tur¬ 
bulence homogene, et l’on s’est ici contente d’un rnodele semi-empirique pour la turbulence de jet. 
Le travail ici presente appelle done a etre poursuivi, afin de decliner le calcul de ce terrne non- 
stationnaire pour d’autres types d’ecoulements turbulents, caracterises par d’autres proprietes de 
symetrie. 
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Cinquieme partie 
Conclusions et perspectives 
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Ce memoire de these propose une lecture de la description des signaux, synthetiques ou reels, 
par leurs proprietes de regularity ponctuelle (c’est l’analyse multifractale), ainsi que de leur analyse 
a travers les echelles qui y est associee. Cette (re)lecture est abordee sous plusieurs angles, tant d’un 
point de vue conceptuel, en discutant precisement les rouages des formalismes multifractals utilises, 
en particulier le recent formalisme multifractal base sur les coefficients dominants, en proposant 
des modelisations pour le comportement a travers les echelles de la fonction de structure d’ordre 3 
des signaux de vitesse turbulente, que d’un point de vue pratique, en etudiant numeriquement le 
comportement des outils employes, notamment en caracterisant l’effet de linearisation associe aux 
estimateurs des exposants ((q), pour les signaux definis sur M ou sur M rf . Un important travail de 
developpement de codes informatiques a ainsi ete effectue. L’un des soucis constants de ce travail 
de these a ete la bonne comprehension des outils de traitement de signal utilises, afin d’en faire un 
usage adequat et bien controle sur des signaux reels issus du domaine de la physique , en l’occurrence 
des donnees de turbulence pleinement developpee. 

La premiere partie de cet expose a ainsi eu pour objet la description d’un nouveau forma¬ 
lisme multifractal, le formalisme multifractal base sur les coefficients dominants. Ce dernier, tres 
recemment introduit par S. Jaffard [73], a ete mis en oeuvre numeriquement pour la premiere fois a 
l’occasion de ce travail de these, en etroite collaboration avec S. Jaffard [4, 95, 74], La construction 
et le fonctionnement de ce formalisme ont ete soigneusement analyses, commentes et discutes, en 
comparaison au formalisme multifractal ’’classique”, base sur les coefficients d’ondelette discrets. 
Les avantages apportes par l’utilisation des coefficients dominants (rnesure de la totalite du spectre 
de singularites des signaux analyses et validite pour une large classe de fonctions multifractales, y 
compris celles contenant des singularites oscillantes) ont ainsi pu etre degages et illustres sirnple- 
rnent. 

Le formalisme multifractal base sur les coefficients dominants a ensuite ete caracterise numeri¬ 
quement , en analysant deux processus multifractals synthetiques, la cascade d’ondelette aleatoire 
[17] et la serie d’ondelette aleatoire [21, 22], Notons que ce dernier processus, decrit il y a peu par 
J.-M. Aubry et S. Jaffard, a perrnis une approche numerique inedite, puisque ce processus multi¬ 
fractal est l’un des premiers a ne pas etre construit a l’aide d’une cascade multiplicative, et possede 
la particularity de contenir presque partout des singularites oscillantes. Les avantages du forma¬ 
lisme multifractal base sur les coefficients dominants ont ainsi pu etre caracterises numeriquement, 
en montrant notamment la portee plus reduite du formalisme multifractal base sur les coefficients 
d’ondelette discrets. Ces resultats ont ete compares au formalisme multifractal base sur les co¬ 
efficients nimto [16, 11], qui avait justement ete construit afin d’effectuer la rnesure complete du 
spectre de singularites. Ces derniers resultats ne se sont que preliminaries, rnais une etude numerique 
systematique, recemment entreprise en collaboration avec S. Roux [149], va permettre de discuter 
plus finement les avantages relatifs de chaque formalisme multifractal. 

Une discussion sur la possible detection de singularites oscillantes dans les signaux analyses a 
ete initiee. II a ainsi ete rnontre que la comparaison des resultats fournis par l’usage des formalisme 
multifractal bases sur les coefficients d’ondelette discrets ou sur les coefficients dominants pouvait 
permettre de deceler la presence de singularites oscillantes. En revanche, il n’est pas possible avec 
cette methode de conclure a l’absence de telles singularites. La question de la detection de singula¬ 
rites oscillantes, par exemple dans le cas de signaux de vitesse turbulente, pour laquelle ce travail 
ne decrit qu’une reponse partielle, demande done a etre exploree plus profondement. 

Le formalisme multifractal base sur les coefficients dominants a ensuite ete applique a des 
donnees reelles, issues d’experiences de turbulence pleinement developpee, mettant ainsi en evidence 
le necessaire soin qu’il faut apporter pour l’utilisation de cet outil. Ainsi, il est clairement rnontre 
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qu’il n’est pas forcement possible d’effectuer, a l’aide de ce formalisme (mais aussi de celui base sur 
les coefficients mmto), l’analyse multifractale de donnees de turbulence qui sont caracterisees par 
une gamme d’echelles inertielles trop peu etendue, correspondant a des nombres de Reynolds R\ 
peu eleves. De plus, la methode est apparue tres sensible au bruit experimental en ce qui concerne 
la nresure de la partie droite du spectre de singularites. La rnesure (complete) du spectre de sin¬ 
gularites n’a ainsi pu etre effectuee que sur un jeu de donnees, et les resultats obtenus demandent 
a etre confirnres par l’obtention de resultats sur d’autres donnees. II faudra pour cela etudier et 
caracteriser precisenrent l’effet de la taille de la gamme d’echelles inertielles, ainsi que l’influence 
du bruit sur la methode. 

La deuxieme partie de cet ouvrage s’est attachee a la caracterisation numerique des estimateurs 
des exposants £( q ) des fonctions de structure, lors de l’analyse multifractale de signaux. L’eventuel 
caractere multifractal se traduit par un comportement non-lineaire de ces exposants, et l’idee que ce 
comportement non-lineaire doit etre observe pour tous les ordres q est assez repandue. Neanmoins, 
une etude systematique des estimateurs employes, s’appuyant sur des resultats theoriques [119, 
120, 136, 137], a nrontre que ce n’etait pas le cas : la rnesure des exposants £( q ) est sujette a un 
eff'et de linearisaton, caracterise par l’existence d’un ordre critique (en se limitant aux ordres q 
positifs) au dela duquel les estimateurs se comportent lineairement en fonction de l’ordre q. Cet effet 
de linearisation a ete caracterise numeriquement de faqon systematique (large panel de processus 
multifractals, divers formalismes multifractals, signaux de resolution et de duree variables), et un 
estimateur de l’ordre critique construit. II a en particulier ete nrontre que l’effet de linearisation 
n’etait pas du a un defaut de statistique, mais etait un aspect intrinseque de l’estinration des ex¬ 
posants C(q)- L’extension de l’effet de linearisation aux valeurs negatives de l’ordre q a aussi ete 
discutee. 

Une autre question delicate, reliee a la precedente, concerne la situation, assez courante en pra¬ 
tique, ou l’on n’a seulenrent acces a des signaux definis par une coupe geonretrique du phenomene 
etudie. C’est le cas par exemple pour un grand nornbre d’experiences de turbulence pleinement 
developpee, ou un profil spatial a une dimension de la vitesse est rnesure, alors que le phenomene 
physique evolue lui dans un espace a trois dimensions. Cette problenratique a ete abordee elle- 
aussi de faqon numerique, et a nrontre que l’utilisation de fornralisnres nrultifractals pour les coupes 
geonretriques ne pouvait pernrettre de nresurer l’integralite du spectre de singularites du phenomene 
etudie (on parle alors d’effet de coupe). 

Tous ces resultats [90, 91, 93, 92, 4], obtenus a l’aide de processus nrultifractals synthetiques, ont 
alors pernris une relecture interessante des nresures d’exposants ('(q ) sur des donnees de turbulence 
pleinenrent developpee [94, 89]. II a en particulier ete nris en evidence que l’effet de linearisation 
et l’effet de coupe sont observes sur les donnees de turbulence (profils de vitesse eulerienne a une 
dimension et champs de dissipation a trois dimensions) exactenrent de la nrenre faqon que sur 
les signaux nrultifractals synthetiques. L’ordre critique q+ correspondant aux donnees de vitesse 
eulerienne a une dimension a ete estinre, q+ — 7.5, sans dependance apparente avec le nornbre de 
Reynolds R\. 

Enfin, dans la derniere partie de ce nrenroire, a ete abordee la problenratique suivante. Les expo¬ 
sants ( v (q), des fonctions de structure des signaux de vitesse de turbulence pleinenrent developpee, 
sont souvent qualifies d 'universels, c’est-a-dire independants de l’experience particuliere a partir 
de laquelle ils sont nresures. Cette universality correspond en fait a la linrite des nonrbres de Rey¬ 
nolds infinis, cadre classiquenrent utilise en turbulence depuis les travaux fondateurs de Kolmogorov 
[84, 83]. Ce cadre predit notanrnrent la valeur de l’exposant d’ordre 3 : Cr(3) = 1. Les experiences 
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de turbulence ne correspondent pas a cette lirnite, et il est necessaire de prendre en cornpte la 
valeur necessairement finie du nornbre de Reynolds R\. En particular, les mesures de (,,(3) ne four- 
nissent pas la valeur 1, et ce sont les exposants ( v {q) renornralises par ( v (3) (i.e. les ( v (q)/( v (3)) qui 
semblent universels, non les ( v (q ) [10]. L’etude de l’exposant Cr(3) sernble done offrir la possibility 
d’inferer les effets de la finitude du nornbre de Reynolds. 

A la suite de travaux portant sur l’influence de la finitude du nornbre de Reynolds sur la fonc- 
tion de structure d’ordre 3 [96, 97, 59, 60, 47, 6, 46, 171, 118], il a ete discute une modelisation de 
cette quantite pour les echelles inertielles, ne faisant intervenir aucune relation phenomenologique 
entre echelles caracteristiques, afin de decrire avec le plus de precision possible cette fonction de 
structure, dans le cas de la turbulence en declin homogene. Cette modelisation est composee d’un 
terrne predominant, correspondant a la loi des 4/5 de Kolmogorov [83], et de deux terrnes correc- 
tifs, l’un universel et efFectif aux plus petites echelles inertielles (terrne correctif dissipatif), l’autre 
non universel et efFectif aux plus grandes echelles inertielles (terrne correctif non stationnaire). Le 
lien entre cette modelisation et l’exposant ( v (3) a alors ete realise, aboutissant a des predictions 
quant-a la valeur de cet exposant, tenant cornpte des corrections universelles et non universelles. 
Cette modelisation a ete theoriquement comparee avec une modelisation semblable correspondant 
a de la turbulence forcee, mettant bien en evidence que le terrne correctif non stationnaire, qui est 
non universel, influence notablement la fonction de structure d’ordre 3 et son exposant ( v (3). 

La modelisation proposee a ensuite ete confrontee a deux jeux de donnees experiment ales, l’un 
correspondant a de la turbulence en declin homogene, l’autre a de la turbulence en declin non 
homogene. La modelisation etudiee s’est averee tout-a-fait pertinente pour la turbulence en declin 
homogene, et le caractere non universel de la modelisation, du au terrne correctif non station¬ 
naire, est en particulier clairement influent. Ce terrne dependant explicitement de la nature de 
l’ecoulement (turbulence en declin homogene ou non), il est de plus rnontre a partir des donnees 
experimentales que son expression varie bien en fonction de la nature de l’ecoulement. L’influence 
predite sur la valeur de l’exposant ( v (3) a ete verifiee. Enfin, une modelisation semi-empirique, 
toujours pour la fonction de structure d’ordre 3 et son exposant, a ete proposee pour la turbulence 
en declin non homogene. 

Ce travail, qui a cherche a inclure des effets de taille finie (finitude du nornbre de Reynolds) dans 
l’expression de la fonction de structure d’ordre 3 et de son exposant, met clairement en evidence 
le caractere non universel de ces grandeurs. Il demande bien sur a etre complete, par exemple par 
l’obtention de modelisations dans d’autres situations que celle de la turbulence en declin homogene. 
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Annexe A 


Echelles caracteristiques de la 
turbulence pleinement developpee 


La turbulence pleinement developpee est notamment caracterisee par l’existence de structures 
sur toute une gamrne d’echelles. II existe plusieurs echelles caracteristiques [27, 121, 163, 58] pour 
ce phenomene physique. Ces echelles sont definies dans cette annexe, et des expressions les reliant 
en faisant intervenir les nombres de Reynolds sont donnees. 


A.l Les echelles integrates : L^, L int , Lk 

II y a en pratique plusieurs fagons de definir la ” grande echelle” en turbulence pleinement 
developpee : les echelles de decorrelation Ld et integrate L in t construites a partir de la fonction de 
correlation de la vitesse, ou l’echelle integrate de Kolmogorov Lk , construite sur un raisonnement 
dimensionnel. Ce paragraphe les definit et explicite les liens qui existent entre elles. 

Dans le cadre de ce memoire, seule l’echelle de decorrelation est en fait utilisee. Elle sera 
d’ailleurs parfois abusivement appelee echelle integrate. 


Echelle de decorrelation Ld 


L’echelle de decorrelation est definie comme l’echelle a laquelle la vitesse se decorrele. Cette 
definition n’est bien sur pas pas facile a utiliser en pratique, sauf si on modelise la fonction de 
correlation de la vitesse C v (l). Une bonne approximation de cette derniere, pour les echelles de la 
zone inertielle et pour les echelles plus grandes que ces dernieres, est donnee par (cf. le paragraphe 
1.1.1 ou encore [58]) : 

f / , \C(2) . , r 

C v (l) ~ \ 1 “ \L~dJ S1 l - Ld . 

I 0 si l > Ld 


On peut alors determiner l’echelle de decorrelation Ld a l’aide de ce rnodele sur les donnees, en 
effectuant un ajustement sur la fonction de structure d’ordre 2 S v (2,l) par deux modeles lineaires 
dans un diagramme log-log : en effet, selon ce rnodele, puisque S v (2,l) = 2a 2 (1 — C v (l)), S v (2,l) 
s’ecrit : 


S V {2,1)~ 


2 cj 2 (i u) C() si l ^ Ld 

2a 2 si l > Ld 


C’est ce qui sera fait au chapitre 13. 
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Echelle integrate Li nt 


L’echelle integrate a proprement parler est definie en turbulence de la fagon suivante. Si C v (l) 
est la fonction de correlation de la vitesse, alors on definit V echelle integrale Li n t selon : 


Lint — 


dl C v (l). 


(A.l) 


Numeriquement, cette echelle est de l’ordre de grandeur de la taille de l’ecoulement turbulent etudie. 


En supposant que la modelisation precedente de la fonction de correlation ( C(l ) = 1 — 
pour l < Ld et C(l) = 0 sinon) soit valide, on a alors : 


\ 2/3 


Lint — 


2 

5 


L d . 


Les deux echelles sont done du nrenre ordre de grandeur, l’echelle integrale etant legerement plus 
petite que l’echelle de decorrelation. C’est pourquoi dans la description nrultifractale, on designe 
souvent l’echelle de decorrelation par echelle integrale. Cet abus de langage est d’ailleurs souvent 
utilise dans ce memoire. 

Notons enfin que c’est cette definition qui est souvent utilisee, notanrnrent par les experimen- 
tateurs, car elle ne suppose aucun nrodele pour la fonction de correlation. 


Echelle integrale de Kolmogorov Lk 

Cette echelle, batie elle-aussi pour definir la ’’grande” echelle d’un ecoulement turbulent, est 
definie selon un raisonnenrent dinrensionnel : les seules grandeurs physiques dont on dispose pour 
construire une longueur caracteristique de l’ecoulenrent a grande echelle, done sans tenir cornpte de 
la viscosite v, sont l’ecart-type de la vitesse a et la puissance moyenne dissipee par unite de masse 
e. On definit done V echelle integrale de Kolmogorov Lk selon : 

a :i 

Lk = —• (A.2) 

En pratique, cette echelle est numeriquement tres proche de l’echelle integrale Li nt . 


Echelle de forgage Lf 

S’il existe un processus d’injection d’energie dans le phenomene turbulent a grande echelle, 
celui-ci s’opere a une echelle dite de forgage Lf. Celle-ci conditionne alors directement (dans le cas 
ou il s’est etabli un regime stationnaire) les echelles integrales que l’on vient de definir. 

Sans discuter plus en avant ce point, nous supposerons dans la suite de cet expose qu’elles sont 
du rnerne ordre de grandeur. 


A.2 L’echelle de Taylor A 


L’echelle de Taylor, notee A, caracterisant les fluctuations de vitesse a plus petite echelle que 
les echelles integrales precedentes, est definie selon : 


A 



(A.3) 
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,A ,2 

oil E (gf j est la variance de la derivee spatiale (longitudinale) de la vitesse, puisque sa moyenne 
est nulle. 

L’echelle de Taylor est reliee a la puissance moyenne dissipee par unite de masse, e, sous l’hy- 
pothese de turbulence isotrope [86, 121, 58] par la relation : 


e = 15n 



A.3 L’echelle de Kolmogorov r/ 


Enfin, on definit V echelle de Kolmogorv rj, qui caracterise l’echelle a partir de laquelle les effets 
dissipatifs deviennent predominants. Elle est definie de fagon dimensionnelle : c’est l’echelle que 
l’on peut construire lorsqu’on s’interesse aux effets dissipatifs, c’est-a-dire a partir de la puissance 
moyenne dissipee e et de la viscosite cinematique v : 


V = 




A.4 Les nombres de Reynolds R e et R\ 

Le caractere ” plus ou rnoins” turbulent des ecoulements consideres est en pratique quantifie par 
les nombres de Reynolds R e et R\. 


Nombre de Reynolds R e 

On definit le nombre de Reynolds R e , nombre adimensionne, a partir des valeurs caracteristiques 
de l’ecoulement turbulent a grande echelle, c’est-a-dire l’ecart-type de la vitesse a , l’echelle integrate 
de Kolmogorov Lk (cf. le paragraphe A.l), et la viscosite cinematique v du fluide : 

(A. 

Le nombre R e est done construit de fagon purement dimensionnelle. 


R P = 


gLk 


Nombre de Reynolds base sur l’echelle de Taylor R\ 


Dans le cadre de cette these, on utilise plutot le nombre de Reynolds base sur Vechelle de 
Taylor, R\, et done plus adapte que le nombre de Reynolds R e pour la description des signaux 
experimentaux. 

Le nombre de Reynolds base sur l’echelle de Taylor R\ est defini selon : 


R\ = 


g A 

V 


(A.5) 


Relation entre R e et R\ 


Ces deux nombres sont bien sur relies. La relation decoule des liens entre Lk, A et e, puisque 

3 2 

l’on a : Lk = y- et e = dans le cas de la turbulence isotrope. On aboutit done a : Lk = 15 ^ A2 


et ainsi a : 


Re 


15 ' 


223 



A.5 Liens entre ces echelles 


Les differentes echelles precedemment definies sont liees entre elles par des relations faisant 
intervenir les nombres de Reynolds. On ne discutera que le lien entre l’echelle de Taylor A et 
l’echelle de decorrelation Ld, puisque c’est la seule relation entre echelles utilisee dans ce memoire 
de these. 


Echelles de Taylor et de decorrelation 


Puisque l’echelle integrale de Kolmogorov est definie a partir de a 2 et e, on peut la relier a 
l’echelle de Taylor selon : 


Lr 


ctA 2 


et done : 


Lr _ R\ 
A “ 15 ' 


(A.6) 


Si on utilise de plus le fait que Lk — L rnt et que l’on suppose que l’on a Li nt = , on obtient 

alors la relation suivante entre L c [ et A : 


Ld _ R\ 

A “ 6 ' 


(A.7) 
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Annexe B 


Transformees en ondelette 


Cette annexe va s’attacher a decrire de faqon succinte les transformees en ondelette, en in- 
troduisant les notions et les resultats essentiels a la comprehension de ce memoire de these. Les 
transformees en ondelette ont de multiples applications, rnais seule leur capacite a caracteriser les 
proprietes de regularity ponctuelle (cf. le chapitre 3.3) est utilisee dans le cadre de ce travail de 
these. Le lecteur pourra consulter, pour une introduction complete et detaillee aux transformees 
en ondelette ainsi qu’a leurs applications, les ouvrages [103, 164, 117, 1]. 

Notons que tous les codes informatiques utilises ont ete developpes en collaboration avec l’equipe 
Sisyphe du laboratoire de Physique de l’ENSL de Lyon, notamment P. Abry et S. Roux. 


B.l Definition 

Representation temps-echelle 

Comme il a ete mis en evidence dans le chapitre 1, l’analyse de certains signaux /(f), par 
exemple une realisation de rnarche aleatoire, necessite de definir une quantite que l’on appelle 
echelle, et que l’on introduit par l’intermediaire des accroissements : Sf(t, a) = /(f + aro) — /(f), ou 
ro est une constante, et a le rapport d’echelle, que l’on appellera souvent abusivement simplement 
echelle. La caracterisation du signal /(f) ne se fait dons pas seulement dans le temps, rnais dans un 
espace a deux dimensions : le plan temps-echelle. L’idee a l’origine de la transformee en ondelette 
est de construire une decomposition des signaux dans le plan temps-echelle, c’est-a-dire selon des 
’’atonies” bien localises autour d’une date f et d’un rapport d’echelle a. 

Ondelette 

La transformee en ondelette se definit done a partir de ces ’’atonies”, que l’on appelle ondelettes 
et que l’on notera iJj a j{u), signifiant ainsi qu’elles sont associees a l’echelle a et a la date f. Ces 
ondelettes sont toutes obtenues a partir d’une unique fonction V’o(£)> appelee ondelette-mere, a 
l’aide d’une dilatation en echelle, d’un rapport a, et d’une translation en temps, a la date f : 

ipa,t{ u ) = “V’o 

a 



225 



La norme adoptee pour les ondelettes est ici la norme L 1 , puisque si f |-0oI = 1, alors f \i^ a ,t\ = 1 
1 


Transformee en ondelette 

La transformee en ondelette est alors definie par les coefficients d’ondelette Cf(a,t ) cornrne le 
produit scalaire de la fonction / etudiee contre l’ondelette if a ,t{u) : 

Cf(a, t) = {f,if a ,t) = [ dt f(u)if a ,t(u). 

Jr 


Condition d’admissibilite et nombre de moments nuls 


Pour que la transformee en ondelette soit bien definie, il faut que l’ondelette-mere respecte la 
condition suivante, appelee condition forte d’admissibilite : 

[ d , L2LL < +co . 


ou ifoffi) est la transformee de Fourier de V’o (t). 

La condition d’admissibilite implique notamment que if o(0) = 0, soit encore : 


J dt V’o (t) = 0. 


La fonction ifo{t) est ainsi de moyenne nulle, d’ou sa denomination. La condition precedente est 
parfois appelee condition faible d’admissibilite. On se contente souvent de cette condition en pra¬ 
tique pour definir des ondelettes. 

De maniere generale, l’ondelette ifo{t) est caracterisee par son nombre de moments nuls N, avec 


N >1 : 


J dt t k if 0 (t) = 0, k = 0..(TV - 1). 


Cette caracteristique de l’ondelette-mere est tres importante lorsqu’il est fait usage des coefficients 
d’ondelette pour caracteriser les proprietes de regularite ponctuelle de la fonction / (cf. chapitre 5 
et 1’annexe E). 

Notons enfin que la derivee d’une ondelette est aussi une ondelette. En effet, si l’ondelette if o est 
a support borne, ou tend vers 0 lorsque t —> ±oo, ce qui est toujours le cas en pratique (par exemple 
les ondelette des Daubechies - cf. le paragraphe B.2.2 - ont un support borne), alors f dt if' 0 (t) = 0 : 
if' 0 (t) verifie bien la condition faible d’admissibilite. 

De rnerne, si ifo(t) est une ondelette avec N > 2 moments nuls, alors la primitive de ifo(t), ij^ft), 
est aussi une ondelette, puisque une integration par partie fournit (on suppose pour simplifier que 
l’ondelette V’o a un support borne) : f dt if^t) = — j dt tifo(t) = 0. 


Filtre et echelle associes a une ondelette 

Puisque les coefficients d’ondelette sont definis par un produit de convolution : 

Cf(a,t ) = [ dt f(u)if a ,t(u) = f dt f{u) l if 0 ( U —, 

Jr Jr a \ a J 

1 On peut aussi definir ces ondelettes avec la norme L 2 : ?/> 0 ,t( u ) = iTsV’o et alors, si f | V’o 1 2 = 1, on a 

/ hM a =.i. 
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on a une interpretation en terrne de filtrage lineaire la transformee en ondelette, le filtre lineaire 
etant l’ondelette elle-meme. La condition d’admissibilite f du < +oo impose alors que ce 

filtre soit un filtre passe-bande. On peut alors definir la frequence centrale t de ce filtre (il suffit 
d’etudier la transformee de Fourier de l’ondelette), et en deduire alors l’echelle T^ a t associee a cette 
ondelette par : 

Si l’echelle To est associee a l’ondelette-mere, alors les echelles associees aux ondelettes ip a ,t s’en 
deduisent grace an rapport d’echelle a : 


T tpa,t ~ aT 0- 


B.2 Transformees en ondelette continue et discrete 

II existe une multitude d’ondelettes-mere ■i/’o (t), definissant autant de transformees en onde¬ 
lette. Ces transformees en ondelette sont generalement divisees en deux classes, les transformees en 
ondelette continues , et les transformees en ondelette discretes. 

B.2.1 Transformee en ondelette continue 

Si l’on n’ajoute pas de contrainte supplement air e a la transformee en ondelette qui vient d’etre 
definie, on peut choisir de faqon continue les dates t et les rapports d’echelles a (i.e. t £ M et 
a £ M + ). La transformee en ondelette est alors dite continue. On notera Cf(a,t) les coefficients 
correspondants. 


Ondelette gaussiennes 

Une famille d’ondelette couramment utilisee pour definir une transformee en ondelette continue 
est celle forrnee par les derivees d’ordre N de la gaussienne : 


, , . d N _ j-2 7 2 

Mt) = ■ 


L’ondelette ainsi definie possede alors N moments nuls. Notons que toutes ces ondelettes sont bien 
sur C°°. 

L’ondelette obtenue par la derivee seconde de la gaussienne est representee sur la figure B.l, a 
gauche. 


B.2.2 Transformee en ondelette discrete et analyse multi-resolution 

L’information fournie par les coefficients Cf(a, t ) est alors tres riche, et l’on obtient une represen¬ 
tation redondante de la fonction /. On peut alors se demander s’il n’est pas possible, en n’utilisant 
qu’un nornbre restreint des coefficients Cf(a, t), c’est-a-dire en realisant un echantillonnage de ces co¬ 
efficients dans le plan temps-echelle, de garder toute l’information sur le signal /, et ainsi construire 
une representation de / plus efficace. 
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Fig. B.l - Gauche : derivee seconde de la gaussienne (2 moments nuls). Droite : ondelettes de 
Daubechies a 1 moment nul, ou ondelette de Haar (trait en pointille) et a 2 moments nuls (trait 
continu). Les unites sont arbitraires. 

Definition 

Cela est possible avec un type particulier de transformee en ondelette, la transformee en on¬ 
delette discrete , pour laquelle les coefficients, notes df(j,k), ne sont calcules que sur un ensemble 
discret de dates et d’echelles : a = 2 3 , et t = A:2- ? , avec j € Z et k € Z, et les ondelettes correspon- 
dantes forment une base orthogonale de L 2 (R) (et merne orthonormee si l’on choisit la norme 
L 2 pour les ondelettes ipj k)- O n obtient ainsi une representation non-redondante de la fonction /. 
L’ensemble des dates et echelles utilisees, a = 2 J , et t = fc2 J , sont reparties selon une grille dyadique 
dans le plan temps-echelle (cf. figure B.2). 



Fig. B.2 - Plan temps-echelle et grille dyadique. Chaque rond represente un couple (2 J , k2 3 ). 
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Analyse multi-resolution 

A cette transformee en ondelette discrete est associee une analyse multi-resolution [102, 115], qui 
definit une base orthonormee de l’ensemble fonctionnel L 2 (M), a parti d’espaces d’ approximation 
Vj et de detail Wj , reperes par l’octave j (= log 2 fl). La projection de la fonction / sur Vj sera 
1’approximation de / a l’echelle 2 J , et celle sur Wj les details de / a l’echelle 2L Chaque espace de 
detail Wj contient ainsi toutes les fonctions colineaires aux ondelettes ipj : k- 

Le principe de l’analyse multi-resolution consiste a construire ces espaces selon le schema iteratif 
suivant : 1’approximation a l’echelle 2 J se decompose en deux parties, l’approximation a l’echelle 
plus grossiere 2 J+1 , et les details, toujours a l’echelle 2 J+1 , et ce de fagon orthogonale : 

Vj = v j+1 Qw j+1 . 

Des sous-espaces de L 2 (M), orthogonaux entre eux, sont ainsi emboites, l’espace d’approximation 
d’echelle 2 J contenant toutes les approximations et tous les details d’echelles 2 J plus fines (i.e. 
f < j). On a ainsi : 

£ 2 (R) = U© 

[j'<3 ) 

II est de meme defini une base orthonormee de L 2 (M) sur les seuls espaces de details Wj, ce qui 
correspond a la formule precedente dans la lirnite j —► +oo : 

j=+o o 

L 2 (M) = © Wj. 

j =-OO 

Les coefficients d’ondelette discrets 2^ 2 df(j,k) (c’est-a-dire les coefficients d’ondelette discrets 
definis en utilisant la norrne L 2 pour les ondelettes discretes) sont les composantes de la fonction 
/ sur la base orthonormee de L 2 (M) forrnee par les {tpj^}- 

Algorithme rapide de Mallat 

Supposons desormais que / est connue par 1’intermediate d’echantillons regulierement espaces, 
que l’on note /(n), nS N, et posons-nous la question du calcul pratique de ses coefficients df(j, k). 

Si l’on connait l’approximation de / a l’echelle 2 J , alors on peut connaitre l’approximation et 
les details a l’echelle 2 J+1 , puisque : Vj = Vj+i (B I'Lj+i. La decomposition de la projection de / 
sur Vj selon Vj + \ et Vtj+i se fait bien sur par projection, ce qui en revient en pratique a effectuer 
un filtrage lineaire par deux filtres discrets g et h, l’un pour Vj+i et l’autre pour W ]+ \. II suffit 
alors de filtrer une nouvelle fois la composante sur Vj+\ pour obtenir les coefficients a l’echelle plus 
grossiere suivante (j + 2). 

Mallat a introduit un algorithme de calcul rapide base sur ce scheme iteratif [102, 103], qui 
presente l’avantage d’avoir un cout de calcul tres faible, et qui est tres efficace d’un point de vue 
numerique. On ne detaillera pas plus ici cet algorithme, en renvoyant aux references [102, 103, 1, 
117], qui a ete implements avec le logiciel Matlab. 

Reconstruction d’une fonction a partir de ses coefficients d’ondelette discrets 

Puisque la transformee d’ondelette discrete definit une base de L 2 (M), la connaissance des com¬ 
posantes d’une fonction / sur cette base est equivalente a la connaissance de la fonction / elle-meme. 
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Ces composantes sont reliees aux coefficients d’ondelette discrets df(j, k) : ce sont precisement les 
2k). II est ainsi possible de definir la fonction / a partir de ses coefficients d’ondelette dis¬ 
crets df(j,k) (les processus de cascade d’ondelette aleatoire et de serie d’ondelette aleatoire sont 
definis ainsi) : 

/(*) = - k ). (B.l) 

j£Zk£Z 

Cette reconstruction se fait d’un point de vue pratique avec un algorithme analogue a celui 
utilise pour le calcul des coefficients dj(j,k), qui est done tres efficace. 

Transformees en ondelette discrete sur 

On definit de rnerne une transformee en ondelette discrete pour les signaux / definis sur M. d (et 
a valeurs dans M), toujours associee a une analyse multi-resolution [103, 117]. Ainsi, pour chaque 
echelle 2 J sont definis un espace d’approximation V 3 ainsi que (2 d — 1) espaces de details Wj jTn , avec 
m = l..(2 d — 1), et done ( 2 d — 1) coefficients d’ondelette discrets df(j, k, m). Par exemple, si d = 2, 
on a a chaque echelle 3 coefficients de details pour la fonction /. 

L’algorithme rapide de Mallat se generalise a [103, 117], qui perrnet ainsi d’effectuer une 
analyse en ondelette de signaux definis sur a un faible cout informatique. On n’entrera pas 
non-plus dans les details de ces algorithmes, dont on utilise des versions, a 2 et 3 dimensions, 
implementees avec le logiciel Matlab. 

Les ondelettes de Daubechies 

II existe plusieurs families d’ondelette permettant de definir une transformee d’ondelette discrete 
[103, 117, 164], On utilise dans le cadre de cette these les ondelettes de Daubechies [48], qui 
possedent la particularite suivante : elles ont un support compact, et les filtres discrets associes a 
l’algorithme de Mallat sont de taille minimale. 

Ces ondelettes sont reperees par leur nornbre de moments nuls N. L’ondelette de Daubechies 
a 2 moments nuls est representee sur la figure B.l. Notons que l’ondelette de Daubechies a 1 mo¬ 
ment nul coincide avec l’ondelette de Haar, definie comrne une difference de boites (cf. figure B.l), 
introduite au debut du siecle precedent par Haar [63], qui a ete le premier a utiliser les concepts de 
multi-resolution pour construire une base orthonormee de L 2 (M). 

Les ondelettes de Daubechies ne sont pas tres regulieres (cf. figure B.l). II n’est pas facile d’avoir 
acces a la regularite uniforme de ces ondelettes, rnais il existe quand rnerne quelques resultats, 
rapportes dans [103]. L’ondelette d’ordre 2 est uniformement holderienne avec a — 0.55 et celle 
d’ordre 3 l’est avec a — 1.08. Cette derniere est done en particulier continument derivable. Pour 
les grandes valeurs d’ordre p, la regularite se comporte en 0.2 p. 
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Annexe C 


Description multifractale de processus 
densite 


Le travail effectue an cours de cette these s’est essentiellement interesse a la description mul¬ 
tifractale de fonctions. La notion de multifractalite a cependant ete historiquement introduite (cf. 
par exemple [3, 11]) a partir d’une autre classe d’objets mathematiques : les mesures, que l’on 
appelle aussi parfois densites. Bien que cette derniere denomination ne soit pas tres appropriee, 
c’est celle couramment utilisee au sein de l’equipe Sisyphe, la denomination de rnesure s’appliquant 
a une quantite differente (cf. ci-dessous), ce qui explique qu’elle soit adoptee dans ce memoire. 

Ce type de signal est utilise dans ce travail de these : en effet, le champ de dissipation d’energie 
en turbulence pleinement developpee se modelise, pour les echelles inertielles, conime un processus 
dont les realisations sont du type densites, et non du type fonction. 

Cette annexe propose une courte introduction a ce sujet. Pour plus de precisions, on pourra 
consulter par exemple [11, 3]. 


C.l Quelques definitions 

On commence par faire quelques rappels. On pourra par exemple se reporter a [9] pour un 
expose simple des notions abordees. 

C.1.1 Densite 

On appelle densite fi une distribution qui pondere la droite reelle. Elle est connue par la valeur, 
appelee masse, qu’elle affecte a chaque sous-intervalle A de M : 

n(A) = dt /i(f). 

Ja 

On peut done interpreter comrne une distribution, qui est une application associant a toute 
fonction /, definie sur R et a support borne, la valeur scalaire reelle : f R dt fi(t)f(t), en prenant 
pour / la fonction caracteristique de A. 

Cette distribution possede cependant des proprietes particulieres : la valeur de n(A) est toujours 
positive. En particulier on a : n(A) < n(B) si A est inclus dans B. 
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C.1.2 Mesure associee a une densite 


On associe a toute densite fi(t) une mesure M(t ) 1 , definie a la date t comme l’integrale de la 
densite n sur l’intervalle [0, t\ : 


M(t ) = f ds //(s) 

Jo 

M(t ) est done une fonction de M dans lui-meme, qui est de plus croissante. 


(C.l) 


Coefficients d’ondelette d’une densite 

En utilisant l’analogie entre les densites et les distributions, on definit les coefficients d’ondelette 
de la densite /j en choisissant pour la fonction / l’ondelette utilisee (cf. par exemple [11, 147, 79]). 
On definit ainsi le coefficient d’ondelette discret de la densite /t a la date k et au rapport d’echelle 
selon : 

df(j,k)= [ dt = f dt k). (C.2) 

Jr Jr zj 

Nous verrons dans la suite l’interet de ces coefficients. 


C.l.3 Processus aleatoire densite 

Venons-en maintenant aux densites qui sont interessantes dans le cadre de ce travail de these. 
Ce sont les realisations de processus aleatoires, qui sont des densites definies sur M rf , et non des 
fonctions. L’exemple type d’un tel processus est la cascade de Mandelbrot canonique [105] (cf. 
1’annexe D). 

Dans la suite, tout comme pour les fonctions, on notera indifferemment /j une densite deterministe 
on la realisation particuliere d’un processus aleatoire densite. 


C.2 Analyse multifractale d’une densite 

C.2.1 Regularite d’une densite 
Regularity ponctuelle 

La notion de regularite ponctuelle d’une densite est definie de la faqon suivante : 

/i € C a (to), avec a > 0 et to £ s’il existe des constantes C > 0 et <5 > 0 telles que : 

si r < 5, n(B(to,r)) < Cr a , (C.3) 

ou B(to,r) est une boule de rayon r centree en to- 

Cette definition est done bien le pendant de la definition de regularite ponctuelle d’une fonction 
(cf. paragraphe 3.1.1), puisque (C.3) caracterise bien la variation ponctuelle de la densite //. Bien 
sur, cela ne peut se faire comme avec les fonctions a l’aide d’accroissements, car la densite est une 
distribution, elle n’est done connue qu’a travel's des integrales. 

1 Encore une fois, ce n’est pas la terminologie forcement utilisee dans toutes les communautes. On utilise aussi la 
denomination fonction de distribution pour M (t). 
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Exposant de Holder 

On definit alors l’exposant de Holder /i /t (to) de la densite /j au point to comrne la regularite 
ponctuelle maximale au point to : 


M*o) = Sup {a / n € C a {t 0 )} . 


(C.4) 


Spectre de singularites 

Le spectre de singularites D^(h) de la densite n se definit alors comrne pour les fonctions : c’est 
la dimensions de Hausdorff (cf. le paragraphe 3.3.2) de l’ensemble iso-Holder E^(h) contenant tous 
les points t d’exposant de Holder h : 

Dn(h ) = Dim H {t / h^{t) = h} . (C.5) 

On dit que la densite /j est multifractale si son spectre de singularites n’est pas reduit a un 
point, comrne pour les fonctions. 

Si la densite // est la realisation d’un processus aleatoire de type densite, alors on definit le 
spectre de singularites Dx{h) du processus aleatoire X , si pour presque chaque realisation /i, 
D»(h) = D x (h). 

C.2.2 Analyse multifractale 

L’analyse multifractale d’une densite n est alors la caracterisation des proprietes de regularite 
ponctuelle de cette densite // par l’intermediaire de son spectre de singularites D^{h). Tout comrne 
pour les fonctions multifractales, la connaissance de l’exposant de Holder en chaque point to est un 
objectif a la fois irrealiste d’un point de vue pratique (l’exposant de Holder definissant une fonction 
discontinue) et fournirait une information trop riche pour etre utilisable en pratique. La bonne 
information est ainsi fournie par le spectre de singularites. 

II est alors necessaire de construire un formalisme multifractal , outil permettant de mesurer de 
faqon pratique le spectre de singularites d’une densite /a, par exemple une realisation d’un processus 
aleatoire de type densite. 

C.2.3 Analyses multifractales de la densite et de la mesure 
Analyse multifractale de la mesure 

La mesure M(t) est une fonction, et l’on peut alors lui appliquer l’analyse multifractale qui a 
ete definie pour les fonctions au chapitre 3. Cette analyse aboutit, comrne pour n’importe quelle 
autre fonction, a la definition du spectre de singularites de M(t), note Dm(K). 

Lien entre les deux analyses multifractales 

II apparait important ici de faire la remarque suivante. Puisque : 

B(t 0 ,r) =]t 0 - r,t 0 + r[, 


on a : 


n(B(to,r)) = / dt n(t) = [0,to +r[dt n(t) - / dt n(t) = M(f 0 + r) - M(t 0 - r) 

J]to—r,to+r[ J J[0,to—r[ 
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La caracterisation de regularity ponctuelle (C.3) pour la densite // est done quasiment la merne 
que celle de regularity ponctuelle (3.1) pour la fonction M (on rappelle que la fonction M est 
croissante, et que done : M(to + r) — M(to — r) = \M(to + r) — M(to — r)\) lorsque a < 1. La seule 
difference est que (3.1) utilise \M(to + r) — M(to)\, rnais on supposera ici que cela ne joue aucun 
role. 

On a alors : 

hut (to) = h^to), 

qui traduit l’egalite entre les coefficients de Holder de la densite n et de sa rnesure M, bien que 
les notions d’exposants de Holder ne soient pas les mernes pour les densites et les fonctions. On a 
alors : 

D M (h) = D^(h). 

Cette egalite traduit le fait qu’effectuer l’analyse multifractale (au sens des densites) de la 
densite n ou celle (au sens des fonctions) de la rnesure correspondante M = f /i revient au merne. 

C.3 Formalismes multifractals pour les densites 

Nous allons definir les formalismes multifractals utilises pour l’analyse multifractale des densites. 

C.3.1 Formalisme multifractal base sur les coefficients d’agregation 

Le premier formalisme multifractal historiquement utilise pour l’analyse multifractale des den- 
sites est celui base sur les coefficients d’agregation. II est ici presente et on pourra par exemple 
trouver dans [3] plus de details sur ce sujet. 

Coefficients d’agregation a^(j,k) 

Les coefficients d’agregation a M (j, k ) de la densite /j sont definis comrne l’integrale de la densite 
sur les intervalles dyadiques X(j. k ) = [2 J fe, 2^(k + 1)[ : 

a ix(j, k) = [ dt n(t). (C.6) 

J X(j,k) 

Ces coefficients sont done les versions discretes des n(B(to,r)) utilises pour definir les proprietes 
de regularity ponctuelle de n (cf. paragraphe C.2.1). Ils sont necessairement positifs, puisque la 
densite est une distribution positive. 

Fonctions de structure S®(q,j) 

Les fonctions de structure S^(q,j) sont definis comrne les moyennes temporelles des puissances 
des coefficients a /t (j, k ) a chaque octave j : 


s;(qj) 


1 

n(j) 


n(j) 

^2Mj,k)) q . 


k=l 


(C.7) 
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Exposants £“(g) 

Si la densite /j est multifractale, alors les fonctions de structure se comportent comrne des lois 
de puissance de Pechelle 2 J lorsque celle-ci tend vers 0 : 

Sl(q,j)~C q 2&M, (C.8) 


ce qui definit les exposants £“(g). 

Formalisme multifractal base sur les coefficients d’agregation 

Le formalisme multifractal base sur les coefficients d’agregation stipule alors que la transformee 
de Legendre D^(h) des exposants £“(< 7 ) s’identifie au spectre de singularites D^(h) de la densite // : 

D;(h) = D,(h). (C.9) 

C.3.2 Applications des formalismes multifractals precedents 

Puisque les spectres de singularites de la densite n{t) et de sa rnesure M(t) sont les rnernes, 
nous pouvons utiliser les formalismes multifractals definis dans la partie 3.3 pour les fonctions afin 
d’effectuer l’analyse multifractale (au sens des densites) de la densite ji. 

II faut pour cela calculer les coefficients d’ondelette (discrets ici, rnais le raisonnement reste 
exactement le nrerne avec des coefficients d’ondelette continus) de la rnesure M : 

dM{j,k)= f dt 

Jr 

a partir desquels on peut alors utiliser le formalisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette 
discrets pour mesurer et ainsi D^(h). 

C.3.3 Utilisation directe des coefficients d’ondelette de la densite 

La methode precedente utilise pour effectuer l’analyse multifractale de la densite /j, sa rnesure 
M(t) associee. II est possible d’utiliser directement les coefficients d’ondelette de la densite n sans 
avoir a construire explicitement M{t). 


Liens entre les dM{j,k) et les d^{j,k) 

Les coefficients d’ondelette cIm et d M sont en fait lies. En effet : 


Jm (j, k) 


dt M(t)^j t k(t) = dt. 


ds ^ jjk (t)n(s) 


dM {j, k ) 


ds / dt ijjj : k{t)^{s) 

Jo 


ds n(s) / dt ^j t k(t) 
Jo 


dM(j,k)= / ds n(s)'ipj t k p (s), 


ou l’on a interverti les deux variables d’integration (s et t) et note xpj jk p (s) = fg dt 'J’j,k(t) la 
primitive de l’ondelette ipj,k- O 1 '; si est une ondelette avec N > 2 moments nuls, alors 
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est une ondelette a (N — 1) moments nuls (cf. l’annexe B) 

Ainsi d,M(j,k) est, a un facteur multiplicatif 2 3 pres, le coefficient d’ondelette de la densite fx 
correspondant a la date k et au rapport d’echelle 2 J avec l’ondelette ipj,k p > que l’on notera d^(j, k) : 

d M (j,k)=2t<%(j,k). (C.10) 

On peut aussi faire le raisonnement precedent ”a l’envers” : si on calcule les coefficients d’on¬ 
delette de la densite // avec l’ondelette ipj,ki on obtiendra ceux, modulo un facteur 2 J , de la rnesure 
M selon l’ondelette qui est la derivee de (qui seront notes d' M (j,k)) : 

d„(j,k) = 2-id’ M (j,k). (C.ll) 


Consequence 

On a done un lien entre les coefficients d’ondelette de la densite et de la rnesure associee, bien 
que les coefficients soient definis a l’aide de deux ondelettes differentes, ipj t k et sa derivee. Les 
ondelettes {V’j.fc} forment une base orthonormee de l’ensemble L 2 (R) des fonctions de M, rnais pas 
a priori leurs derivees (ou leur primitives). Done si on calcule les coefficients d' M (j,k) a partir des 
coefficients d /x (j, k) calcules avec l’ondelette ipj,k, ceux-ci n’entrent pas dans le cadre des chapitres 
5 et 6. En revanche, etant tout de rnerne des coefficients d’ondelette, ils entrent dans le cadre des 
’’coefficients d’ondelette quelconques”, par exemple issus d’une transformee en ondelette continue 
(cf. l’annexe E), et en particular les resultats concernant le formalisme multifractal associe a ces 
coefficients sont valides par les resultats presentes dans [70]. Ainsi, le formalisme multifractal base 
sur les coefficients df M (j. k) perrnet la rnesure de la partie gauche du spectre de singularites de M, 
et done de celui de /j, puisque D^(h) = D]\f(h). 

Mise en pratique 

En pratique, on calculera done directement les coefficients d’ondelette de la densite //, et l’on 
en deduira ensuite les coefficients d’ondelette de la rnesure associee a l’aide de la relation (C.ll). 
Une fois les coefficients d' M (j, k) connus, il ne reste qu’a ’’derouler” le formalisme multifractal base 
sur ces coefficients : calculs des fonctions de structure notees Sf f (q, j) et de leurs exposants 
puis de leur transformee de Legendre D^(h). 

Densites definies sur 

A la suite des travaux de P. Kestener [79], on etendra l’utilisation precedente des coefficients 
d’ondelette d lt {j, k) aux densites definies sur M d , avec d > 1. On appliquera done les formalismes 
multifractals definis pour les fonctions de sur les fonctions de structure construites a partir des 
coefficients 2 : > d d fl (j, k i,m ), ou d est la dimension et cl /t (j, k t , rn) les coefficients d’ondelette discrets 
de la densite //. 


C.3.4 Illustration : cascade de Mandelbrot canonique 


On prend l’exemple de la cascade de Mandelbrot canonique [105] (cf. l’annexe D) definie sur M 2 , 
avec des multiplicateurs W distribues selon une loi log-normale. Le processus est alors caracterise 
par la fonction <p C mc(q) = —log 2 EVE 9 + 2 q = mq( 1 — q) + 2q. Cela prescrit alors le spectre de 
singularites D crnc (h) de ce processus : 


Dcmc(h) 


2 — 4 " i t 2 2 ' > si 2 + m — 2\j2m < h < 2 + m + 2\j2m, 

—oo sinon 


(C.12) 
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Nreal = 500 realisations de ce processus ont ete synthetisees, avec les parametres suivants : 
m = 0.1125, avec 1 echelle integrate et une resolution de 2 -10 , ce qui correspond a des realisations 
de 1024 x 1024 points. L’ondelette utilisee pour l’analyse est l’ondelette de Daubechies (a deux 
dimensions) avec un moment nul. 

La figure C.l presente les resultats de la fagon suivante : le trait continu represente le spectre de 
singularites attendu, et les ronds la moyenne des transformees de Legendre des exposants estimees 
Ccmc, sur chacune des N ri s a i = 500 realisations independantes. 



h 


Fig. C.l - Cascades de Mandelbrot canonique. Trait continu : D cmc {h). (o) : moyenne des 
transformees de Legendre. 


Cet exemple illustre bien que l’analyse multifractale de densites, ici definies sur M 2 , s’effectue 
sans probleme, puisque l’on rnesure bien le spectre de singularites D cmc (h). 

Notons que le spectre de singularites est parfois represente dans ce memoire selon le systeme 
de coordonnees suivant : en fonction de h — d (c’est-a-dire que l’on porte f(h) = D^(h — d) en 

fonction de h ), afin d’avoir une representation commune quelque soit la dimension d (par exemple 
lors de la discussion sur les coupes geometriques de signaux). 
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Annexe D 


Construction et synthese de processus 
multifractals 


Cette annexe presente les divers processus multifractals utilises dans le cadre de cette these (on 
pourra trouver plus details pour la plupart d’entre eux dans la reference [3]). Sont aussi introduits 
les deux parametres pertinents pour la notion de ’’longueur” de ces processus : l’echelle integrale 
et la resolution. 

Notons que les programmes de synthese de ces processus ont ete ecrits en langage Matlab, soit 
par l’auteur de ce memoire, soit par des membres (ou anciens membres) de l’equipe Sysiphe du 
Laboratoire de Physique de l’Ecole Normale Superieure de Lyon (en particulier P. Chainais et P. 
Abry) 

* 

D.l Echelle integrale et resolution 

La realisation d’un processus multifractal quelconque numeriquement synthetisee contient neces- 
sairement un nornbre fini d’echantillons, que l’on notera n. Mais ce nornbre ne suffit pas a ca- 
racteriser completement la duree de la realisation synthetisee. 

D.1.1 Echelle integrale 

Tout processus multifractal possede en effet une unite de longueur intrinseque : Vechelle integrale. 
Cette echelle, que l’on notera T = Atq, ou tq est le pas d’echantillonnage numerique (on choisit 
simplement dans la suite tq = 1), est la borne superieure de la gamrne d’echelle a l’interieur de 
laquelle les moments statistiques se comportent en lois de puissance (on reprend les notations du 
paragraphe 1.2) : 

E|5x(a)|' ? = C q a Cx ^\ si a < A. 

Cette echelle est appelee echelle integrale, car elle correspond dans le cas des signaux de vitesse 
turbulente a la plus grande echelle de la zone inertielle, souvent appelee echelle integrale, bien que 
l’on a vu qu’il y avait plusieurs faqons legerement differentes de definir cette grande echelle (cf. 
l’annexe A). On choisira ici de garder cette denomination, bien qu’elle soit un peu abusive. 

L’existence de l’echelle integrale s’observe sur tous les signaux reels presentant des proprietes 
multifractales, mais elle peut se deduire theoriquement de l’argument suivant, tire de [49] et aussi 
repris dans [42], 
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La quantite g(q) = lnE|<5x(a)| 9 est en effet, pour chaque rapport d’echelle a fixe, une fonction 
convexe de q (inegalite dite de Holder [56]). On a done : g"(q) > 0. Or g(q) = In C q + Cx(q)l na, 
done g ” (q) = (In C q )” + C Y (g)lna. On obtient alors : 

Cx(q) ln « > -QnCg)”. 


Puisque le processus X est multifractal, (x(q) est une fonction concave de q (cf. [70, 73]), et done : 
Cx(q) < 0- On obtient alors : 


, (In C Q )” 

In a < — 

Cxte) 

, (In Co)” 

In a < nun-n-, 

^ Cx(«) 

ce qui fixe bien une echelle nraxinrale A, l’echelle integrale, au comportement en loi de puissance : 

IE1 5x (a) | q = C q a C'O), p 0ur a < A. 


Cette echelle integrale est bien sur independante du nornbre d’echantillons n de la realisation 
synthetisee ou des donnees reelles analysees. On definira done le nombre d’echelles integrates Nj /nt 
conrnre la duree de la realisation ou du signal analyse, en utilisant la valeur de l’echelle integrale A 
comnre unite. On a done : 

n 

Mint — 

si A est exprimee en nombre d’echantillons. 

L’echelle integrale est done utilisee comnre unite de longueur naturelle, ou intrinseque, de tout 
signal multifractal. Lorsqu’on effectue l’analyse multifractale pratique de ces signaux, on se rend 
assez vite cornpte que e’est bien la maniere pertinente de caracteriser la ’’longueur” d’un signal, et 
non pas le nombre total d’echantillons n (cf. partie III). 


D.1.2 Resolution 


L’autre quantite inrportante lorsqu’on etudie des signaux multifractals est la resolution , notee 
r. C’est le nombre d’echantillons par unite de longueur, l’unite de longueur etant l’echelle integrale 
A. C’est done par definition : 

1 



Le nombre total n d’echantillons est alors : 


Ni n t 

n = - 

r 


La resolution va caracteriser la taille de la garnnre d’echelle sur laquelle on peut observer les 
proprietes multifractales du signal analyse, puisque les comportenrents en loi de puissance sont 
observes pour les echelles plus petites que A. 

Cette quantite apparait naturellement lorsque l’on cherche a synthetiser des processus mul¬ 
tifractals (cf. la suite de cette annexe) : la plupart des processus multifractals sont batis sur un 
processus iteratif a travers les echelles (la cascade multiplicative), et le nombre de ces iterations fixe 
forcenrent la taille de la ganrme d’echelle correspondant a des comportenrents en loi de puissance, 
done r. 
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D.2 Construction de densites mult ifr act ales a l’aide de cascade 
multiplicative 

L’archetype des processus multifractals est la cascade canonique de Mandelbrot, introduite a 
la fin des annees 60 par Yaglom [170], et dont les proprietes mathematiques furent etudiees par 
Mandelbrot [105]. Ce processus donne naissance a des signaux de type densite. 

D.2.1 Cascades canoniques de Mandelbrot 
Idee generate. 

Ce processus a ete introduit par Yaglom en 1966 [170] pour essayer de mirner la cascade d’energie 
dans un phenomene turbulent, suivant la phenomenologie de Richardson [144], On observe en effet 
que le champ de dissipation de l’energie est tres irregulierement reparti spatialement : les zone de 
forte dissipation sont concentrees autour de pics de dissipation, irregulierement repartis en espace. 

Ce type de comportement est modelise a l’aide d’un processus de construction reposant sur une 
cascade multiplicative. 

Definition 

Le processus est construit de faqon iterative. On part d’une masse unite repartie de faqon 
homogene sur le segment [0,1]. Cet intervalle est coupe en deux moities egales : [0,1/2] et [1/2,1], 
et la masse repartie de faqon aleatoire a l’aide de deux multiplicateurs W\^\ et W 1.2 : 1 x Wqi dans 
[0,1/2] et 1 x W 1 ,2 dans [1/2,1], W \, 1 et 114,2 sont deux tirages independants de la meme variable 
aleatoire, a valeurs strictement positives, que l’on notera W. Pour conserver en moyenne la masse 
totale, on impose que la variable aleatoire soit de moyenne 1 : EW = 1 (en effet la masse totale 
sera 0.5W\ : i + 0.5Wq2)- On itere ensuite cette etape pour chacun des deux segments, toujours en 
tirant les multiplicateurs selon la meme variable aleatoire W, et ensuite de suite. On notera les 
k = 1,.., 2 3 les multiplicateurs Wj^ utilises pour la j-ierne iteration. 

On effectue ainsi une construction iterative, resumee sur le schema D.l. 



Fig. D.l - Principe de construction d’une cascade de Mandelbrot canonique. 

On definit alors la densite Q r {t ) a la resolution r = 2~ J par : 

Qr(t) = n W jtk , (D.l) 

j=l,..,J,k/teX{j,k) 
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oil X(j. k) est toujours l’intervalle dyadique : A(j, k) = [2 ^k, 2 i(k + 1)[. 

Introduisons la quantite < p C mc{q ), qui va permettre de caracteriser ce processus : 

Vcmc(q) = -log 2 ^W q + q. (D.2) 

Notons que puisque l’on a E W (> = 1 et E W = 1 (condition de conservation), on a : f C mc( 0) = 0 
et ipcmc{ 1) = 1- La fonction <p cm c{q ) est de plus necessairement concave, car —log 2 E|X| 9 est une 
fonction concave de q pour toute variable aleatoire X [56]. 

Lorsque r —> 0, Q r (t) ne tend pas vers une fonction, rnais vers une densite, telle que definie 
dans l’annexe C. Kahane et Peyriere [78] ont rnontre que le processus ainsi construit convergeait 
bien si : 

v'cmc{ l ~) > 0. 

Pour une synthese pratique, on s’arrete forcement a r > 0, rnais on supposera que le nornbre 
d’iterations est assez grand pour les proprietes observees sur une realisation synthetisee soit les 
rnernes que celles correspondant a la densite definie par la lirnite r —> 0. 

Echelle integrale et resolution 

Chaque etape correspond a la construction d’echelles deux fois plus fines : c’est une construction 
dite dyadique. Apres J iterations, on est done passe de 1’echelle 1 a 1’echelle 2~ J . La resolution de 
cette construction sera done : 

r = 2~ J . 

Si l’on respecte le schema precedent, la realisation du processus ne contiendra qu’une echelle 
integrale, puisque c’est la cascade multiplicative qui genere le comportement en loi de puissance des 
moments (cf. ci-dessous). Pour generer une realisation contenant Ni n t echelles integrales, il suffit 
de commencer le processus iteratif de construction a partir de Ni n t intervalles de longueur 1, dont 
la masse initiale est egale a 1, ou tiree aleatoirement avec pour valeur moyenne 1. 

On voit done bien sur cet exemple que la resolution r et le nornbre d’echelles integrales Ni n t 
sont deux grandeurs independantes, et qui apporte une information, bien plus interessante pour la 
realisation synthetisee que le seul nornbre total d’echantillons n = Ni n t/r. 


Proprietes multifractales. 

Ce processus est multifractal (au sens des densites, cf. annexe C). Son spectre de singularites 
est donne par (cf. par exemple [3]) : 


Dcmc(h) — 


TL[(p cmc ](h) si h / TL[<p cmc ](h) > 0 


—oo 


smon 


(D.3) 


ou TL[(p crnc \(h) designe la transformee de Legendre de ip C mc{q ) : 


TL\<p C mc ](h) = 1 + min (qh - ip C mc{q )) • 
q 
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Un exemple : le cas log-normal. 

Nous utiliserons souvent dans le cadre de cette these des cascades de Mandelbrot canoniques 
log-normales, c’est-a-dire dont les multiplicateurs W ont une distribution log-normale : W = 2 ~ u , 
avec U une variable aleatoire gaussienne de moyenne m et d’ecart-type a. Les fonctions de densite 
de probability P\\/ et Pu des variables aleatoires W et U sont reliees par la relation P\y(W = 

w)dw = Pu(U = u)du, ce qui perrnet de calculer facilement la fonction <p C mc{Q) ■ 

^2 

Pcmc{q) = qm- q-— ln(2) + q. 

Puisque Ton a E W = 1 et done <p C mc{ 1) = 1, on a en fait un seul parametre libre, par exemple m, 

l’autre etant relie a m par la relation : a 2 = On arrive ainsi a : 

Pcmc(q) = mq( 1 - q) + q. (D.4) 

La condition de convergence de la cascade [78] s’ecrit alors : 

m < 1. 


Le spectre de singularites s’en deduit : 

D , n c y/ 1; ) = / 1 _ si 1 + m - 2 s/m < h < 1 + m + 2^/m 

] —oo sinon 

correspondant aux exposants : 


Ccmc(^) — \ 


q(l + m- 2 y/rri) si q > y ^ 

mq{l -q) + q si - < q < , 

q(l + m + 2y/m) si q<-\[^: 


(D.5) 


(D.6) 


Processus a plusieurs dimensions. 

On vient de definir les cascades de Mandelbrot canoniques sur M, nrais on peut tout aussi bien 
les generer sur M d , avec d > 1. Le principe de construction est le rnerne : on part d’un masse unite 
uniformement repartie sur [0, l] d , on divise [0,l] d en 2 d sous-intervalles egaux de cote 1/2 et on 
tirer 2 d valeurs independantes de la variable aleatoire W qui serviront de multiplicateurs. Puis on 
itere la rnerne operation sur chacun des 2 d sous-intervalles. 

Les proprietes de la cascade ainsi construite se deduisent alors de la rnerne faqon qu’en dimension 
1 : il suffit de generaliser la definition de la fonction c p cm c(q ) a d dimensions, ainsi que celle de la 
transformee de Legendre : 

Pcmc{q) = -log 2 E W q + dq, 

TL[f]h = d + nun (qh - f(q)). 

On obtient par exemple le spectre de singularites d’une cascade de Mandelbrot canonique log- 
normale definie sur M. d : 


Dcrric ( d ) 


d ~ ^ 4 , n ™' > si d + m — 2Vdm < h < d + m + 2 \Jdm 
—oo sinon 


(D.7) 
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correspondant aux exposants : 


Ccmc(?) 


q(d + m — 2 '/dm) 
mq(l — q) + dq 
q(d + m + 2 \J dm) 



(D.8) 


Limitations 

Le processus cascade de Mandelbrot canonique souffre des deux limitations suivantes. Tout 
d’abord, l’invariance d’echelle n’est que discrete : elle n’est valable que pour des rapports d’echelle 
a multiples de 2. II n’est pas de plus stationnaire. Par exemple la fonction de correlation entre deux 
dates t\ et t 2 depend de t 2 — ii et de t\, car la correlation est controlee par le ’’plus proche” (dans 
les echelles) multiplicateur-ancetre comrnun, l’echelle qui correspond a cet ancetre comrnun depend 
clairement de la date t\ (cf. figure D.2). 



Fig. D.2 - Cone de dependance dans le plan temps-echelle, repere par les indices j et k. d’une 
date t pour une cascade de Mandelbrot canonique : il contient tous les multiplicateurs Wjk 
qui interviennent dans la valeur de Q r (t ) = n y=i jk/te\(j k) W&. 

Les deux limitations que l’on vient de decrire sont dues a la merne cause : les multiplicateurs Wj k 
sont repartis dans le plan temps-echelle selon une grille dyadique rigide, qui impose une invariance 
d’echelle discrete et des mauvaises proprietes de stationnarite. 

D.2.2 Generalisation : densification de la cascade multiplicative 

Pour aller au-dela des deux limitations precedentes, il faut ’’casser” la grille dyadique rigide. 
II a recemnrent ete propose [26] (cf. aussi [38]) de la remplacer par une grille aleatoire, c’est- 
a-dire de tirer aleatoirement la position dans le plan temps-echelle des multiplicateurs W selon 
un processus ponctuel (un processus de Poisson), comrne cela est represente sur la figure D.3, a 
gauche. Le processus ainsi defini, la cascade de Poisson composee, est alors invariant d’echelle de 
fagon continue et stationnaire en temps. 

On peut merne aller plus loin et ne plus utiliser des multiplicateurs ponctuels, rnais une distri¬ 
bution continue de multiplicateurs [156, 127, 25, 39, 40]. 

Ces processus definissent toujours des processus aleatoires multifractals de type densite, et leurs 
proprietes sont, comrne pour les cascades de Mandelbrot canoniques, controlees par une fonction 
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Fig. D.3 - Cone de dependance dans le plan temps-echelle pour les cascades de Poisson 
composees (gauche) et les cascades infiniment divisibles (droite). 


<px(q), que l’on n’exprimera pas id (on pourra se reporter aux references precedentes pour plus de 
details). 

Notons enfin que les programmes Matlab permettant la synthese de ces processus ont ete realises 
et gracieusement fournis par Pierre Chainais (ISIMA, Universite Blaise Pascal, Clermont-Ferrand). 

D.3 Construction de fonctions multifractales a l’aide de cascade 
multiplicative 

Les processus multifractals synthetiques que l’on vient de decrire sont tous du type densite. 
On peut cependant generer a partir de ces densites multifractales des fonctions multifractales, 
c’est-a-dire definir des processus aleatoires multifractals dont chaque realisation est une fonction. 

D.3.1 Mouvement brownien fractionnaire en temps multifractal 

Une idee de construction simple, due a Mandelbrot [111], consiste a transformer un mouvement 
brownien fractionnaire 1 en un processus multifractal, en le parametrant non plus par un temps 
lineaire ”lisse”, rnais par un temps multifractal , irregulier et aleatoire. Ce temps multifractal est 
defini conime la rnesure M(t) associee a la densite M(t) est une fonction strictement croissante 
(puisque fi est une distribution positive, cf. annexe C), rnais irreguliere, puisque multifractale. On 
definit ainsi le mouvement brownien fractionnaire en temps multifractal Vh selon [111, 146, 145] : 

V H (t) = B H (M(t)), (D.9) 

ou Bh est le mouvement brownien fractionnaire de parametre de Hurst H. Le mouvement brownien 
fractionnaire en temps multifractal Vh est done un processus multifractal dont chaque realisation 
est definie a partir (cf. figure D.4) d’une realisation de mouvement brownien fractionnaire de pa¬ 
rametre H, et d’une realisation d’un processus multifractal densite (par exemple une cascade de 
Mandelbrot aleatoire ou une cascade de Poisson composee). 


1 On rappelle que le mouvement brownien fractionnaire [112] de parametre H est un processus aleatoire monofractal 
dont l’exposant de Holder est presque partout H. 
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Fig. D.4 - Gauche : Q r (t ), realisation d’une cascade de Poisson composee. Milieu : M(t), rnesure 
associee. Droite : Vu(t), mouvement brownien fractionnaire en temps multifractal. 

Les proprietes multifractales de la rnesure M sont alors transmises au processus Vh- Le spectre 
de singularities de Vh est ainsi [146, 145] (on abregera ”mouvement brownien fractionnaire en temps 
multifractal” par son acronyme anglais : fbmrnt) : 

Dfbmmt(h ) = D M {h/H) = DQ r (h/H), (D.10) 

ce qui correspond aux exposants : 

C fbmmt(q) = C qM h )- (D- 11 ) 

D.3.2 Marche aleatoire multifractale 

Presentons une autre methode de synthese de fonction multifractale : la rnarche aleatoire mul¬ 
tifractale, introduite par Bacry, Delour et Muzy [24, 127, 25]. L’idee est aussi de modifier une 
realisation de mouvement brownien fractionnaire, rnais de fagon differente que precedemment. 

Un mouvement brownien fractionnaire Bnit ) est defini par ses accroissements, independants 
pour le mouvement brownien ordinaire ou correles dans le cas general, et tires selon une loi gaus- 
sienne de variance a. La rnarche aleatoire multifractale Y#(f) reprend cette methode de construc¬ 
tion, rnais la variance des accroissements n’est plus constante, rnais est une variable aleatoire (po¬ 
sitive) : 

Y H (t + r) - Y H (t) = a r (t) ( B H (t + r) - B H (t )), 

on r est la resolution utilisee pour la synthese. Le processus rnarche aleatoire multifractale est alors 
defini par ces accroissements, dans la lirnite de resolution nulle, et par la lirnite d’une sornrne de 
Riemman. C’est pourquoi l’on peut parler d’integration stochastique de a r (t) contre un mouvement 
brownien fractionnaire. 

Si on choisit [24, 127] a r (t) = e UJr< ' t ' ! avec u r {t) une variable aleatoire gaussienne correlee en temps 
selon une dependance logarithmique, on peut synthetiser un processus multifractal caracterise par 
la fonction ipmrwio) (mrw est l’acronyme anglais de ”rnarche aleatoire multifractale”) parabolique 
suivante : 

a 2 

tPmrwiq) = Ciq ~ C 2 y. (D.12) 

Les proprietes multifractales de la rnarche aleatoire multifractale se deduisent alors de la merne 
fagon que pour les cascades d’ondelette aleatoires (cf. paragraphe 4.1) a partir de cette fonction 

[Pmrw (q) • 
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Annexe E 


Utilisation d’une transformee en 
ondelette continue 


Les deux formalismes multifractals decrits aux chapitres 5 et 6 reposent tous deux sur une trans¬ 
formee en ondelette discrete. Cette derniere n’est pas associee a une famille particuliere d’ondelette, 
rnais a une analyse multi-resolution [48, 103, 1, 2] (cf. l’annexe B) definissant une decomposition 
sur une base d’ondelette dans L 2 (M. d ). 


Puisque l’aspect des ondelettes qui nous interesse dans le cadre de ce travail de these est la 
capacite de ces ondelette a caracteriser les proprietes de regularite locale (en ternre d’exposant 
de Holder) d’un signal donne, il est legitime de s’interesser aux autres transformees en ondelette, 
par exemple les transformees en ondelette continues, ainsi qu’aux formalismes multifractals qui en 
decoulent. Notons d’ailleurs que c’est ce type de transformee en ondelette qui a ete utilise en premier 
pour l’analyse multifractale des signaux issus de la turbulence pleinenrent developpee [16, 11, 147]. 


On reprend les notations de l’annexe B : les coefficients d’ondelette continus (avec la norrne L 1 ) 
de la fonction /, correspondant a la date t et a l’echelle a, sont notes : 


Cf(a,t) = - [ du /(rt)V’o 
a Jr 


u — t 


ou ij )o est l’ondelette-mere. 


E.l Formalisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette 
continus 

Commengons par la version continue du formalisme multifractal base sur les coefficients d’on¬ 
delette discrets (cf. le chapitre 5). 

E.1.1 Coefficients d’ondelette continus et proprietes de regularite 

Precisons tout d’abord, puisque c’est l’argument fondamental de l’utilisation d’ondelette dans le 
problenre (celui de l’analyse multifractale) qui nous interesse, le lien entre les coefficients d’ondelette 
continus et les proprietes de regularite locale du signal analyse. Les resultats ici decrits sont issus 
des references [68, 164]. 
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Regularity ponctuelle 

La caracterisation de la regularity ponctuelle est similaire, si ce n’est que les variables de temps 
(t) et d’echelle (a) sont desormais continues, a celle obtenue avec les coefficients d’ondelette discrets 
(cf. equation (5.2)) : 

/ G c a {t 0 ) => 3C > 0 / Vo, |c/(o,i)| < C(a a + \t - t 0 \ a ). (E.l) 

Cette propriete est asymptotique, c’est-a-dire valable dans la limite des echelles a tendant vers 
0. Notons qu’il est necessaire que le nornbre de moments nuls de l’ondelette (cf. la partie B pour 
la definition du nornbre de moments nuls d’une ondelette) utilisee pour l’analyse soit strictement 
superieur a a pour que la propriety (E.l) soit verifiee. 

Dans ce cas-la non-plus, il n’existe pas de reciproque exacte, rnais seulement approchee [68, 69, 
66] : si / et uniformement holderienne et verifie la propriety precedente, alors il existe un polynome 
P d’ordre strictement inferieur a a tel que : 

si \t-t 0 \<l, | f(t) - P(t - t 0 )| <C\t- t 0 1 a log ^ ^ Q | ) • 

/ est ainsi ”presque” C a (to), a une correction logarithmique pres. 

E.1.2 Formalisme multifractal base sur les coefRcients d’ondelette continus 
Fonctions de structure Sj(q,a) 

On commence par definir cornrne auparavant les fonctions de structure definies a partir des 
coefficients d’ondelette continus Cf(a,t) : 

n{a) 

Sf{q, a) = —— \cf(a, t)\ q , (E.3) 

1 n(a) ^ 

K ’ fe=i 

oil n(a) est le nornbre de coefficients Cf(a,t) disponibles a l’echelle a. 

La fonction de structure Sj(q,a) est done detune, pour chaque ordre q. cornrne une fonction 
continue de l’echelle a. 

Comportement en loi de puissance de Sj(q,a). Exposants Cf(q) 

Si la fonction / est multifractale, alors les fonctions de structure Sf(q, a) se comportent asyrnp- 
totiquement vers les petites echelles comrne une loi de puissance en fonction de l’echelle a : 

S c f (q,a)~C q a C f {q \ (E.4) 

Notons que l’on a toujours avec cette nouvelle definition C/(0) = 0 puisque 5^(0, a) = = 1. 

Formalisme multifractal 

Le formalisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette continus affirme alors que la 
transformee de Legendre Dj(h) des exposants Cfid) es t egale au spectre multifractal Df(h) de la 
fonction / etudiee : 

Df(h) = D c f (h) = inf (1 + qh - Q(q)) (E.5) 
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Validite de ce formalisme 

Des resultats concernant la validite de ce formalisme multifractal sont rassembles dans [70]. 
Sa validite est la rnenre que celle du formalisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette 
discrets, on se reportera done au chapitre 5. II ne perrnet en particulier la rnesure du spectre de 
singularites de la fonction / etudiee que pour h < h c dans le cas general, et pour h < ho, e’est-a-dire 
la partie gauche du spectre de singularites, si de plus la fonction / ne contient pas de singularites 
oscillantes. 

E.1.3 Fonctions scalaires definies sur 

Ce formalisme s’etend sans plus de difficult^ que le formalisme multifractal base sur les coeffi¬ 
cients d’ondelette discrets aux fonctions scalaires definies sur M. d [49, 14, 18, 50, 148, 79], sa validite 
ne dependant pas specifiquement de d. Cette generalisation a n’est pas utilisee dans le cadre de 
cette these, et elle ne sera done pas decrite ici. 

E.2 Formalisme multifractal base sur les maxima des modules de 
la transformee en ondelette continue 

Afin de depasser le defaut du formalisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette conti- 
nus de ne pouvoir mesurer la partie droite du spectre de singularites, A. Arneodo et son equipe ont 
introduit dans les annees 90 [23, 126, 128, 16, 11] un nouveau formalisme : le formalisme multifractal 
base sur les maxima des modules de la transformee en ondelette continue , qui sera souvent notee 
plus simplement formalisme multifractal base sur les coefficients mmto (pour maxima des modules 
de la transformee en ondelette). 

Les quantites multi-resolution sur lesquelles repose ce formalisme presentent de grandes simili¬ 
tudes heuristiques avec les coefficients dominants (cf. le paragraphe 6.1). Le formalisme resultant 
n’a toutefois pas requ de fondations mathematiques. 

E.2.1 Coefficients mmto 771/(a, t) 

Commenqons par definir les coefficients multi-resolution qui fondent le formalisme mmto. 

Squelette de la transformee en ondelette continue 

La definition des coefficients mmto necessite tout d’abord la construction du squelette de la 
transformee en ondelette continue. Celui-ci est defini en deux etapes : 

•on recherche pour chaque echelle a les maxima locaux de |c/(a, t)\ 

•ces maxima locaux sont relies entre eux a travers les echelles afin de former de 
lignes de maxima , definies de faqon cartesienne par t = Ifa) ou une ligne de maxima particuliere. 

L’ensemble des lignes de maxima locaux {^} definit alors le squelette de la transformee en onde¬ 
lette continue. La construction de ce squelette est illustree sur un exemple de fonction multifractale 
dans la figure E.l. 
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Fig. E.l - Module des coefficients cf(a,t) : \cf(a,t)\ dans le plan temps-echelle (haut) et 

squelette correspondant (bas). 


Definition 

Les coefficients mmto sont alors definis sur le squelette (et uniquement sur le squelette, c’est-a- 
dire pour les points du plan temps-echelle tels que t = li{a)) de la maniere suivante : 

rrif (a,t = l{(a)) = sup | Cf [a' , t = li(a')) | (E.6) 

a'<a 

On notera plus simplement par la suite rrif(a, t), sous-entendu que le couple (a, t) est choisi sur 
une ligne de maxima. 

Une petite partie des coefficients d’ondelette continue est ainsi utilisee, l’ensemble des coeffi¬ 
cients Cf(a,t ) definissant le squelette. 

Notons que le calcul des coefficients mmto, puisque definis selon un algorithme complexe, est 
tres gourmand en temps de calcul. L’utilisation du formalisme multifractal resultant est ainsi beau- 
coup plus couteuse (en temps de calcul) que les formalismes multifractals construits a partir d’un 
transformee en ondelette discrete (coefficients d’ondelette discrets et coefficients dominants). 
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E.2.2 Formalisme multifractal mmto 


Fonctions de structure S™(q,a) 


On commence par definir comme auparavant les fonctions de structure a partir des coefficients 
mmto m,f(a,t) : 


Sf(q,a) 



n m (a) 

( m /( a ^)) 9 > 


k= 1 


(E.7) 


on n m (a ) est le nornbre de coefficients mf(a,t) disponibles a l’echelle a, qui est forcement (beau- 
coup) plus petit que n(a), nornbre de coefficients d’ondelette continus. 


Comportement en loi de puissance de S'™. Exposants £ ™(q) 

Si la fonction / est multifractale, alors les fonctions de structure S™(q, a) se comportent asyrnp- 
totiquement lorsque le rapport d’echelle a tend vers 0 comme des lois de puissance en fonction de 
a : 

Sf{q,a) ~C q a ( 7 {q) . (E.8) 

Notons que l’on a toujours £™(0) = 0 puisque S 1 J l ( 0, a) = = 1. 


Formalisme multifractal 

Le formalisme multifractal base sur les coefficients mmto affirme alors que la transformee de 
Legendre D'p(h) des exposants C] 1 (q) est egale au spectre multifractal Df(h) de la fonction / 
etudiee : 

D f (h) = Df(h) = inf (1 + qh - Cf (<?)) (E.9) 


Validite de ce formalisme 

II n’existe pas vraiment de resultat mathematique sur la validite de ce formalisme. II a cependant 
ete rnontre sur plusieurs types de processus multifractals [16, 11, 147] que ce formalisme permettait 
de mesurer la totalite du spectre de singularites, c’est-a-dire sa partie gauche et sa partie droite. 

E.2.3 Fonctions scalaires definies sur W 1 

Tout comme le formalisme multifractal base sur les coefficients d’ondelette continus, le forma¬ 
lisme mmto peut s’etendre aux fonctions scalaires definies sur [49, 14, 18, 50, 148, 79]. II faut 
pour cela redefinir le squelette sur M rf , et la rnise pratique de cette methode, deja assez complexe 
algorithmiquement et gourmande en temps de calcul le devient encore plus pour les fonctions sca¬ 
laires de M d . Cette extension n’est pas utilisee dans ce travail de these, et n’est done pas plus 
discutee. 


251 



252 



Bibliographie 


[1] P. Abry, Ondelettes et Turbulence - Multiresolutions, algorithmes de decompositions, in¬ 
variance d’echelle et signaux de pression, Diderot, Editeurs des sciences et des arts, Paris, 
1997. 

[2] -, Lois d ’echelle, multiresolutions et ondelettes - Applications au teletraffic informatique et 

a la turbulence developpee, Habilitation a diriger des recherches, Universite Claude Bernard, 
Lyon I, 2001. 

[3] P. Abry, P. Gonsalves, et J. Levy Vehel, eds., Lois d’echelle, fractales et ondelettes, 
Vol. 1&2 , Hermes Sciences Publications, 2002. 

[4] P. Abry, S. Jaffard, et B. Lashermes, Revisiting scaling, multifractal and multiplicative 
cascades with the wavelet leader lens , in Proc. of SPIE, Vol. 5607 - Wavelet Applications in 
Industrial Processing II, Philadelphia, Etats Unis, 2004. 

[5] R. Adler, The geometry of random fields , John Wiley & Sons, 1981. 

[6] F. Anselmet, R. Antonia, et M. Ould-Rouis, Relations between third-order and second- 
order structure functions for axisymmetric turbulence , J. of Turbulence., 1 (2000). 

[7] F. Anselmet, Y. Gagne, E. Hopfinger, et R. Antonia, High order velocity structure 
functions in turbulent shear flow, Fluid Mech., 40 (1984), pp. 63-89. 

[8] R. Antonia, R. Smalley, T. Zhou, F. Anselmet, et L. Danaila, Similarity of energy 
structure functions in decaying homogeneous isotropic turbulence, J. Fluid Mech., 487 (2003), 
pp. 245-269. 

[9] W. Appel, Mathematiques pour la physique et les physiciens, editions H&K, 2002. 

[10] A. Arneodo et al, Structure functions in turbulence, in various flow configurations, at 
Reynolds number between 30 and 5000, using extended self-similarity, Europhys. Lett., 34 
(1996), pp. 411-416. 

[11] A. Arneodo, F. Argoul, Z. Bacry, J. Elezgaray, et J. Muzy, Ondelettes, multifrac- 
tales et turbulence : de LADN aux croissance cristallines, Diderot, 1995. 

[12] A. Arneodo, E. Bacry, S. Jaffard, et J. Muzy, Oscillating singularities on Cantor 
sets : a grand-canonical multifractal formalism, J. Stat. Phys., 87(1-2) (1997), pp. 179-209. 

[13] -, Singularity spectrum of multifractal functions involving oscillating singularities, J. Four. 

Anal. Appl., 4 (1998), pp. 159-174. 

[14] -, Oscillating singularities and fractal functions, CRM Proceedings and Lecture Notes, 

18 (1999), pp. 315-329. 

[15] A. Arneodo, E. Bacry, et J. Muzy, Oscillating singularities in locally self-similar func¬ 
tions, Phys. Rev. Letters, 74 (1995), pp. 4823-4827. 


253 



[16] -, The thermodynamics of fractals revisited with wavelets, Physica A, 213 (1995), pp. 232- 

275. 

[17] -, Random cascades on wavelet dyadic trees, J. Math. Phys., 39 (1998), pp. 4142-4164. 

[18] A. Arneodo, N. Decoster, et S. Roux, A wavelet-based method for multifractal image 
analysis. I. Methodology and test applications on isotropic and anisotropic random rough 
surfaces, Eur. Phys. J. B, 15 (2000), pp. 567-600. 

[19] A. Arneodo, S. Manneville, et J. Muzy, Towards log-normal statistics in high Reynolds 
number turbulence, Eur. Phys. J. B, 1 (1998), p. 129. 

[20] A. Arneodo, S. Manneville, J. Muzy, et S. Roux, Revealing a lognormal cascading 
process in turbulent velocity statistics with wavelet analysis, Phil. Trans. Roy. Soc. Lond. A, 
357 (1999), pp. 2415-2438. 

[21] J.-M. Aubry et S. Jaffard, Random wavelet series, Comm. Math. Phys., 227 (2002), 
pp. 483-514. 

[22] -, Random wavelet series : Theory and applications, Prepublications du Labo. d’Analyse 

et de Math. Appliquees / UMR CNRS 8050, (2003). 

[23] E. Bacry, Utilisation de la transformee en ondelettes pour Vanalyse de signaux fractals et 
pour la resolution d’equations aux derivees partielles, These de l’Universite Paris VII, 1992. 

[24] E. Bacry, J. Delour, et J. Muzy, Multifractal random walk, Phys. Rev. E, 64 (2001), 
p. 026103. 

[25] E. Bacry et J. Muzy, Log-infinitely divisible multifractal processes, Comm, in Math. Phys., 
236 (2003), pp. 449-475. 

[26] J. Barral et B. Mandelbrot, Multiplicative products of cylindrical pulses, Probab. 
Theory Relat. Fields, 124 (2002), pp. 409-430. 

[27] G. Batchelor, The theory of homogeneous turbulence, Cambridge University Press, 1952. 

[28] R. Benzi, L. Biferale, G. Paladin, A. Vulpiani, et M. Vergassola, Multifractality in 
the statistics of the velocity gradients in turbulence, Phys. Rev. Letters, 67 (1991), pp. 2299- 
2302. 

[29] R. Benzi, S. Ciliberto, C. Baudet, et G. Ruiz Chavarria, On the scaling of three- 
dimensional homogeneous and isotropic turbulence, Physica D, 80 (1995), pp. 385-398. 

[30] R. Benzi, S. Ciliberto, C. Baudet, G. Ruiz Chavarria, et C. Tripiccione, Extended 
self-similarity in the dissipation range of fully developed turbulence, Europhys. Letters, 24 
(1993), pp. 275-279. 

[31] R. Benzi, S. Ciliberto, C. Tripiccione, C. Baudet, F. Massaioli, et S. Succi, 
Extended self-similarity in turbulent flows, Phys. Rev E, 48 (1993), pp. 29-32. 

[32] P. Borgnat, Modeles et outils pour les invariances d’echelles brisees : variations sur la 
transformee de Lamperti et contributions aux modeles statistiques de vortex en turbulence, 
These de l’Ecole Normale Superieure de Lyon, 2002. 

[33] B. Castaing, Consequences d’un principe d’extremum en turbulence, J. Phys. France, 50 
(1989), pp.147-156. 

[34] -, Turbulence : statistical approach, in Scale covariance and Beyond, Les Houches, 

editeurs : B. Dubrulle, F. Graner, D. Sornette, EDP Science, Springer, 1997. 

[35] B. Castaing et B. Dubrulle, Fully developped turbulence : an unifiying point of view, J. 
Phys. II France, 5 (1995), p. 895. 


254 



[36] B. Castaing, Y. Gagne, et E. Hopfinger, Velocity probabilty density functions of high 
Reynolds number turbulence, Physica D, 46 (1990), pp. 177-190. 

[37] B. Castaing, Y. Gagne, et M. Marchand, Log-similarity for turbulent flows ?, Physica 
D, 68 (1993), pp. 387-400. 

[38] P. Chainais, Cascades log-infiniment divisibles et analyse multiresolution. Application a 
Vetude des intermittences en turbulence , These de l’Ecole Normale Superieure de Lyon, 2001. 

[39] P. Chainais, R. Riedi, et P. Abry, On non scale invariant infinitely divisible cascades, 
preprint, (2003). 

[40] -, Scale invariant infinitely divisible cascades , in Int. Syrnp. on Physics in Signal and 

Image Processing, Grenoble, France, 2003. 

[41] O. Chanal, B. Chabaud, B. Castaing, et B. Hebral, Intermittency in a turbulent low 
temperature gaseous helium jet, Eur. Phys. J. B, 17 (2000), pp. 309-317. 

[42] L. Chevillard, Description multifractale unifiee du phenomene d’intermittence en turbu¬ 
lence eulerienne et lagrangienne, These de l’Universite de Bordeaux I, 2004. 

[43] A. Chhabra et Iv. Sreenivasan, Negative dimensions : theory, computation, and expe¬ 
riment, Phys. Rev. A, 43 (1991), pp. 1114-1117. 

[44] -, Scale-invariant multiplier distributions in turbulence, Phys. Rev. Lett., 68 (1992), 

pp. 2762-2765. 

[45] P. Collet et F. Koukiou, Large deviations for multiplicative chaos, Comm. Math. Phys., 
147 (1992), pp. 329-342. 

[46] L. Danaila, F. Anselmet, et R. Antonia, An overview of the effect of large-scale inho¬ 
mogeneities on small-scale turbulence, Phys. Fluids, 14 (2002), pp. 2475-2484. 

[47] L. Danaila, F. Anselmet, T. Zhou, et R. Antonia, A generalization of Yaglom’s 
equation which accounts for the large-scale forcing in heated decaying turbulence, J. Fluid 
Mech., 391 (1999), pp. 359-372. 

[48] I. Daubechies, Orthonormal bases of compactly supported wavelets, Comm. Pure and App. 
Math., 41 (1988), pp. 909-996. 

[49] N. Decoster, These de l’Universite de Bordeaux I, 1999. 

[50] N. Decoster, S. Roux, et A. Arneodo, A wavelet-based method for multifractal image 
analysis. II. Applications to synthetic multifractal rough surfaces, Eur. Phys. J. B, 15 (2000), 
pp. 739-764. 

[51] J. Delour, J. Muzy, et A. Arneodo, Intermittency of Id velocity spatial profiles in 
turbulence : a magnitude cumulant analysis, Eur. Phys. J. B, 23 (2001), pp. 243-248. 

[52] B. Dubrulle, Intermittency in fully developped turbulence : log-Poisson statistics and gene¬ 
ralized scale invariance, Phys. Rev. Lett., 73 (1994), p. 959. 

[53] -, Finite size scale invariance, Eur. Phys. J. B, 14 (2000), pp. 757-771. 

[54] A. Einstein, Uber die von der molekularkinetischen theorie de warme geforderte bewegung 
von in ruhenden fliissigkeiten suspendierten teilchen, Annalen der Physik, (1905). 

[55] K. Falconer, Fractal Geometry, Mathematical Fundations and Applications, John Wiley 
and sons, 1990. 

[56] W. Feller, An Introduction to Probability Theory and its Applications, Volume II, John 
Wiley and sons, 1966. 


255 



[57] J. Franchi, Chaos multiplicatif: un traitement simple et complet de la fonction de partition, 
Lectures Notes in Math., 1613 (1995). 

[58] U. Frisch, Turbulence, the Legacy of A.N. Kolmogorov , Cambridge University Press, 1995. 

[59] Y. Gagne, B. Castaing, C. Baudet, et Y. Malecot, Reynolds dependence of third-order 
velocity structure function, Phys. of Fluids, 16 (2004), pp. 482-485. 

[60] -, Reynolds log-similarity of third-order velocity structure function, in Advances in Tur¬ 

bulence X, Proc. of ETC10 Conference, Trondheim, Norway, Ed. : H.I. Anderson, P.-A. 
Krogstad, CIMNE, Barcelona, 2004. 

[61] Y. Gagne, E. Hopfinger, et U. Frisch, A new universal scaling for fully developped 
turbulence : the distributions of velocity increments, in New trends in Nonlinear Physics and 
Pattern Forming Phenomena, NATO ASI, vol. 237, editeurs : P. Coullet et P. Huerre, Plenum 
Press, New York, 1990. 

[62] A. Grossmann et J. Morlet, Siam, J. Math. Anal., 15 (1984), p. 723. 

[63] A. Haar, Zur theorie der orthogonalen funktionensysteme, Math. Annalen, 69 (1919), 
pp. 331-371. 

[64] T. Hasley, M. Jensen, L. Kadanoff, I. Procaccia, et B. Shraiman, Fractal measures 
and their singularities : the characterization of strange sets, Phys. Rev A, 33 (1986), pp. 413- 
423. 

[65] F. Hausdorff, Math. Annalen, 79 (1919), p. 157. 

[66] M. Holschnieder et P. Tchamitchian, Pointwise analysis of Riemann’s ”non- 
differentiable” function, Invent. Math., 105 (1991), pp. 157-175. 

[67] J. Hunt et J. Vassilicos, Kolmogorov’s contributions to the physical and geometrical un¬ 
derstanding of small-scale turbulence and recent developments, Proc. R. Soc. Lond. A, 434 
(1991). 

[68] S. Jaffard, Exposants de Holder en des points donnes et coefficients d'ondelettes, C. R. 
Acad. Sci. Ser. I Math., 308 (1989), pp. 79-81. 

[69] -, Pointwise smoothness, two-microlocalization and wavelet coefficients, Publicaciones Ma- 

tematiques, 35 (1991), pp. 155-168. 

[70] -, Multifractal formalism for functions, S.I.A.M. J. Math. Anal., 28(4) (1997), pp. 944- 

998. 

[71] -, On lacunary wavelet series, Ann. Appl. Proba, 10(1) (2000), pp. 313-329. 

[72] -, Ondelettes pour Vanalyse multifractale de fonctions, in Lois d’echelle, fractales et on- 

delettes, editeurs : P. Abry, P. Gonqalves, J. Levy-Vehel, Hermes Science, 2002. 

[73] -, Wavelet techniques in multifractal analysis, ’’Fractal Geometry and Applications : A 

Jubilee of Benoit Mandelbrot”, editeurs : M. Lapidus et M. van Frankenhuysen, Proc. of 
Syrnp. in Pure Mathematics, (2004). 

[74] S. Jaffard, B. Lashermes, et P. Abry, Wavelet leaders in multifractal analysis, en 
preparation, (2005). 

[75] S. Jaffard et Y. Meyer, Wavelets methods for pointwise regularity and local oscillations 
of functions, Memoirs of the AMS., 123 (1996). 

[76] B. Jouault, M. Greiner, et P. Lipa, Fix-point multiplier distributions in discrete turbu¬ 
lent cascade models, Physica D, 136 (2000). 


256 



[77] B. Jouault, P. Lipa, et M. Greiner, Multiplier phenomenology in random multiplicative 
cascade processes, Phys. Rev. E, 59 (1999). 

[78] -J. Kahane et J. Peyriere, Sur certaines martingales de Benoit Mandelbrot, Adv. in Math., 
22 (1976). 

[79] P. Kestener, Analyse multifractale 2D et 3D a I’aide de la transformee en ondelettes : 
application en mammographie et en turbulence developpee, These de l’Universite de Bordeaux 
I, 2003. 

[80] P. Kestener et A. Arneodo, Generalizing the wavelet-based multifractal formalism to 
vector-valued random fields : application to turbulent velocity and vorticity 3D numerical 
data , Phys. Rev. Letters, 93 (2004). 

[81] N. Kevlahan et J. Vassilicos, The space and scale dependencies of the self-similar struc¬ 
ture of turbulence , Proc. R. Soc. Lond. A, 447 (1994). 

[82] A. N. Kolmogorov, Wienersche spiralen und einige andere interessante cirve im Hilbert- 
schen raum , C.R. (Doklady) Acad. Sci., 26 (1940), pp. 115-118. 

[83] -, Dissipation of energy in locally isotropic turbulence, Dokl. Akad. Nauk SSSR, 32 (1941), 

pp. 16-18. 

[84] -, The local structure of turbulence in incompressible viscous fluid for very large Reynolds 

number, Dokl. Akad. Nauk SSSR, 30 (1941), pp. 299-303. 

[85] -, A refinement of previous hypotheses concerning the local structure of turbulence in a 

viscous incompressible fluid at high Reynolds number, J. Fluid Mech., 13 (1962), pp. 82-85. 

[86] L. Landau et E. Lifshitz, Fluid Mechanics, Pergamon Press, 2ieme edition, 1987. 

[87] M. Lapidus et M. van Frankenhuysen, Fractal Geometry and Number Theory, 
Birkhauser, 2000. 

[88] B. Lashermes, Contributions a Vetude des effets de taille finie dans les phenomenes d’in- 
variance d’echelle, Rapport de D.E.A., Ecole Nornrale Superieure de Lyon, 2002. 

[89] B. Lashermes et P. Abry, Scaling exponent estimation in fully developed turbulence : 
critical order estimation, en preparation, (2005). 

[90] B. Lashermes, P. Abry, et P. Chainais, De Testimation des exposants des lois d’echelle, 
in GRETSI’03 workshop, Paris, France, 2003. 

[91] -, New insights on the estimation of scaling exponents, in Wavelet and Statistics Confe¬ 

rence, Villard de Lans, France, 2003. 

[92] -, New insights into the estimation of scaling exponents, Int. J. of Wavelets, Multiresolu¬ 

tion and Information Processing, 2 (2004), pp. 497-523. 

[93] -, Scaling exponents estimation for multiscaling processes, in ICASSP 2004 Conference, 

Montreal, Canada, 2004. 

[94] B. Lashermes, C. Baudet, P. Abry, et P. Chainais, Limitation of scaling exponent esti¬ 
mation in turbulence, in Advances in Turbulence X, Proc. of ETC10 Conference, Trondheim, 
Norway, Ed. : H.I. Anderson, P.-A. Krogstad, CIMNE, Barcelona, 2004. 

[95] B. Lashermes, S. Jaffard, et P. Abry, Wavelet leaders based multifractal analysis, in 
ICASSP 2005 Conference, Philadelphia, USA, 2005. 

[96] E. Lindborg, Correction to the four-fifths law due to variations of the dissipation, Phys. of 
Fluids, 11 (1999), pp. 510-512. 


257 



[97] T. Lundgren, Kolmogorov two-thirds law by matched asymptotic expansion, Phys. of Fluids, 
14 (2002), pp. 638-642. 

[98] -, Kolmogorov turbulence matched asymptotic expansion, Phys. of Fluids, 15 (2003), 

p. 1074. 

[99] -J. Levy Vehel et C. Tricot, Analyse fractale et multifractale en traitement des signaux, 
in Lois d’echelle, fractales et ondelettes, editeurs : P. Abry, P. Gongalves, J. Levy-Vehel, 
Hermes Science, 2002. 

[100] E. Leveque, Contributions a la description de I’agitation turbulente d’un fluide visqueux 
incompressible, Habilitation a diriger des recherches, Universite Claude Bernard, Lyon I, 
2004. 

[101] E. Leveque et C. Koudella, Finite-mode spectral model of homogeneous and isotropic 
Navier-Stokes turbulence, Phys. Rev. Letters, 86 (2001), p. 4003. 

[102] S. Mallat, Multiresolution approximations and wavelet orthnormal bases of L 2 (R), Trans. 
Arner. Math. Soc., 315 (1989), pp. 69-87. 

[103] -, A Wavelet Tour of Signal Processing, Academic Press, San Diego, CA, 1998. 

[104] Y. Malecot, C. Auriault, H. Ivahalerras, Y. Gagne, O. Chanal, B. Chabaud, et 
B. Castaing, A statistical estimator of turbulence intermittency in physical and numerical 
experiments, Eur. Phys. J. B, 16 (2000), pp. 549-561. 

[105] B. Mandelbrot, Intermittent turbulence in self similar cascades : Divergence of high mo¬ 
ments and dimension of the carrier, J. Fluid. Mech., 62 (1974), p. 331. 

[106] B. Mandelbrot, Fractals : form, chance and dimension, Freeman, 1977. 

[107] -, The fractal geometry of nature, Freeman, 1982. 

[108] -, A class of multinomial multifractal measures with negative (latent) values for the ’’di¬ 

mension” f(a), in Fractals, proc. of the Erice meeting, 88, 1989. 

[109] -, Negative fractal dimensions and multifractals, in Statphys 17, Rio de Janeiro, 1989, 

1989. 

[110] B. Mandelbrot, Negative fractal dimensions and multifractals, Physica A, 163 (1990), 
pp. 306-315. 

[111] -, A multifractal walk down wall street, Scientific American, 280 (1999), pp. 70-73. 

[112] B. Mandelbrot et J. van Ness, Fractionnal Brownian motion, fractionnal noises and 
applications, SIAM Reviews, 10 (1968), pp. 422-437. 

[113] P. Marcq et A. Naert, A Langevin equation for the energy cascade in fully developped 
turbulence, Physica D, 124 (1998), p. 368. 

[114] -J. Maurer, P. Tabeling, et G. Zocchi, Statistics of turbulence between two counter 
rotating discs in low temperature helium gas, Europhys. Lett., 26 (1994), pp. 31-36. 

[115] Y. Meyer, Ondelettes et operateurs, Hermann, 1990. 

[116] -, Wavelets, vibrations and scaling, in CRM Series AMS, vol. 9, Presses de l’Universite 

de Montreal, 1998. 

[117] M. Misiti, Y. Misiti, G. Oppenheim, et J. Poggi, Les ondelettes et leurs applications, 
Hermes Sciences Publications, 2003. 

[118] F. Moisy, P. Tabeling, et H. Willaime, Kolmogorov equation in a fully developped 
turbulence experiment, Phys. Rev. Lett., 82 (1999), pp. 3994-3997. 


258 



[119] G. M. Molchan, Scaling exponents and multifractal dimensions for independent random 
cascades, Comm. Math. Phys., 179 (1996), p. 681. 

[120] -, Turbulent cascades : Limitations and a statistical test of the lognormal hypothesis, Phys. 

Fluids, 9 (1997), pp. 2387-2396. 

[121] A. Monin et A. Yaglom, Statistical fluids dynamics, M.I.T. Press, 1975. 

[122] N. Mordant, Mesure lagrangienne en turbulence : mise en oeuvre et analyse, These Ecole 
Normale Superieure de Lyon, 2001. 

[123] N. Mordant, A. Crawford, et E. Bodenschatz, Experimental Lagrangian acceleration 
probability density function measurement, Physica D, 193 (2004), pp. 245-251. 

[124] N. Mordant, O. Michel, P. Metz, et J.-F. Pinton, Scaling and intermittency of La¬ 
grangian velocity in fully developped turbulence, Phys. Rev. Letters, 87 (2001), p. 214501. 

[125] J. Morlet, NATO ASI series, FI (1983). 

[126] -J. Muzy, Analyse de distributions fractales a partir de leur transformee en ondelettes : des 
concepts mathematiques aux applications physiques, These de l’Universite de Nice, 1993. 

[127] J. Muzy et E. Bacry, Multifractal stationary random measures and multifractal random 
walks with log-infinitely divisible scaling laws, Phys. Rev. E, 66 (2002), p. 056121. 

[128] .J. Muzy, E. Bacry, et A. Arneodo, The multifractal formalism revisited with wavelets, 
Int. J. of Bifurcation and Chaos, 4 (1994), pp. 245-302. 

[129] M. Nelkin, Turbulence in fluids, Am. J. Phys., 68 (2000), pp. 310-318. 

[130] M. Nelkin et G. Stolovitsky, Limitations of random multipliers in describing turbulent 
energy dissipation, Phys. Rev. E, 54 (1996), pp. 5100-5106. 

[131] L. Nottale, Relativite d’echelle, non-differentiabilite et espace-temps fractal, in Lois 
d’echelle, fractales et ondelettes, editeurs : P. Abry, P. Gongalves, J. Levy-Vehel, Hermes 
Science, 2002. 

[132] L. Nottale, G. Schumacher, et L. E.T., Scale relativity and quantization of exoplanet 
orbital semi-major axes, Astron. Astrophys., 361 (2000), p. 379. 

[133] E. Novikov, Functionals and the random-force method un turbulence theory, Sov. Phys. 
J.E.T.P., 20 (1965), pp. 1290-1294. 

[134] -, Intermittency and scale similarity of the structure of turbulent flow, Prikl. Math. Mekh., 

35 (1970), pp. 266-277. 

[135] A. Obukhov, Some specific features of atmospheric turbulence, J. Fluid Mech., 13 (1962), 
pp. 77-81. 

[136] M. Ossiander et E. Waymire, Statistical estimation for multiplicative cascades, The An¬ 
nals of Statistics, 28 (2000), pp. 1533-1560. 

[137] -, On estimation theory for multiplicative cascades, Ind. J. Stat., (2002), pp. 323-343. 

[138] G. Parisi et U. Frisch, On the singularity structure of fully developed turbulence, appendix 
to fully developed turbulence and intermittency by U. Frisch, in Proc. Int. Summer school 
Phys. Enrico Fermi, North Holland, 1985. 

[139] G. Pedrizzetti, E. Novikov, et A. Praskovsky, Self-similarity and probability distri¬ 
butions of turbulent intermittency, Phys. Rev. E, 53 (1996), pp. 475-484. 

[140] S. Pietropinto, Experience Grands Reynolds Cryogeniques : GReC, These de l’Universite 
Joseph Fourier, Grenoble, 2002. 


259 



[141] S. PlETROPINTO, C. POULAIN, C. BAUDET, B. CASTAING, B. ChABAUD, Y. GAGNE, 
B. Hebral, Y. Ladam, P. Lebrun, O. Pirotte, et P. Roche, Superconducting ins¬ 
trumentation for high Reynolds turbulence experiments with low temperature gaseous helium, 
Physica C, 386 (2003), pp. 512-516. 

[142] -J. Quian, Inertial range and the finite Reynolds number effect of turbulence , Phys. Rev. E, 
55 (1997), pp. 337-342. 

[143] -, Slow decay of the finite Reynolds number effect of turbulence, Phys. Rev. E, 60 (1999), 

pp. 3409-3412. 

[144] L. Richardson, Weather prediction by numerical process, Cambridge University Press, 1922. 

[145] R. Riedi, Lois d’echelle multifractales : fondements et approche par ondelette, in Lois 
d’echelle, fractales et ondelettes, editeurs : P. Abry, P. Gonqalves, J. Levy-Vehel, Hermes 
Science, 2002. 

[146] R. H. Riedi, Multifractal processes, in : “Theory and applications of long range dependence 
”, eds. Doukhan, Oppenheinr and Taqqu, (2003), pp. 625-716. 

[147] S. Roux, Analyse en ondelettes de l’auto-similarity de signaux en turbulence pleinement 
developpee, These de l’Universite d’Aix-Marseille II, 1996. 

[148] S. Roux, A. Arneodo, et N. Decoster, A wavelet-based method for multifractal image 
analysis. III. Applications to high-resolution satellite images of cloud structure, Eur. Phys. J. 
B, 15 (2000), pp. 765-786. 

[149] S. G. Roux, B. Lashermes, P. Abry, et S. Jaffard, Contributions a Vetude des per¬ 
formances statist.iques des estimateurs multifractals, in Conference GRETSI’05, Louvain-la- 
Neuve, Belgique, 2005. 

[150] G. Ruiz Chavarria, C. Baudet, et S. Ciliberto, Hierarchy of the energy dissipation 
moments in fully developed turbulence, Phys. Rev. Lett., 74 (1995), pp. 1986-1989. 

[151] G. Samorodnitsky et M. Taqqu, Stable non-Gaussian random processes, Chapman and 
Hall, New York, 1994. 

[152] D. Schertzer et S. Lovejoy, Physical modeling and analysis of rain and clouds by ani¬ 
sotropic scaling multiplicative processes, J. Geophys. Res., 92 (1987), pp. 9693-9714. 

[153] -, Nonlinear variability in geodynamics : multiple singularities, observables, universality 

classes, in Fractals : physical origin and consequences, editeur : L. Pietronero, Plenum, 1989. 

[154] -, Hard and soft multifractal process, physica A, 185 (1992), pp. 187-194. 

[155] D. Schertzer, S. Lovejoy, F. Schmitt, Y. Chigirinskaya, et D. Marsan, Multifractal 
cascade dynamics and turbulent intermittency, Fractals, 5 (1997), pp. 427-471. 

[156] D. Schmitt, F. Marsan, Stochatic equations generating continuous muliplicative cascades, 
Eur. Phys. J. B, 20 (2001), pp. 3-6. 

[157] F. Schmitt, Intermittence et turbulences : analyse de donnees, validation de modeles et 
applications, Habilitation a diriger des recherches, Universite Paris VI, France, 2001. 

[158] F. Schmitt, D. Schertzer, S. Lovejoy, et Y. Brunet, Empirical study of multifractal 
phase transitions in atmospheric turbulence, Nonlinear Processes in Geophysics, 1 (1994), 
pp. 95-104. 

[159] M. Schroeder, Fractals, Chaos, Power Laws. Minutes from an Infinite Paradise, W.H. 
Freeman and Company, 1991. 


260 



[160] Z.-S. She et E. Leveque, Universal scaling laws in fully developed turbulence, Phys. Rev. 
Letters, 72 (1994), pp. 336-339. 

[161] Z.-S. She et E. Waymire, Quantized energy cascade and log-Poisson statistics in fully 
developped turbulence, Phys. Rev. Letters, 74 (1995), pp. 262-265. 

[162] K. Sreenivasan, Fluid turbulence, Rev. Modern. Phys., 71 (1999), pp. 383-395. 

[163] H. Tennekes et J. Lumley, A First Course in Turbulence, MIT Press, 1972. 

[164] B. Torresani, Analyse continue par ondelettes, Intereditions et CNRS Editions, 1995. 

[165] C. Tricot, Courbes et dimension fractale, Springer Verlag, 1993. 

[166] M. VAN Dyke, An Album of Fluid Motion, The Parabolic Press, Stanford, 1982. 

[167] T. VON Karman et L. Howarth, On the statistical theory of isotropic turbulence, Proc. 
Roy. Soc., A164 917 (1938). 

[168] G. Voth, K. Satyanarayan, et E. Bodenschatz, Lagrangian acceleration measurements 
at large Reynolds number, Phys. Fluids, 10 (1998), pp. 2268-2280. 

[169] I. Wygnanski et H. Fielder, Some measurements in the self-preserving jet, J. Fluid Mech., 
38 (1969), pp. 577-612. 

[170] A. Yaglom, Effect of fluctuations in energy dissipation rate on the form of turbulence cha¬ 
racteristics in the inertial subrange, Dokl. Akad. Nauk. SSR, 166 (1966), pp. 49-52. 

[171] T. Zhou, R. Antonia, L. Danaila, et F. Anselmet, Approach to the four-fifths jaw’ 
for grid turbulence, J. of Turbulence, 1 (2000). 


261 





Analyse multifractale pratique : coefficients dominants et ordres critiques. 

Applications a la turbulence pleinement developpee. 

Effets de nombre de Reynolds fini. 

La description multifractale des signaux a ete initiee au cours des vingt clernieres annees, notamment 
dans le domaine de la turbulence pleinement developpee. Les proprietes de regularite ponctuelle des signaux 
etudies sont caracterisees a l’aide d’un spectre de singularites. L’analyse multifractale de ces signaux consiste 
a mesurer ce spectre de singularites, a l’aide de formalismes multifractals. L’apparition des transformees en 
ondelette, a la meme epoque, a permis d’affiner la pratique de l’analyse multifractale, sans pour autant 
toujours reposer sur des bases mathematiques solides. 

S. Jaffard a recemment introduit les coefficients dominants, qui permettent de construire un formalisme 
multifractal mathematiquement bien fonde, et au cadre d’application large : il rend possible la mesure de 
l’ensemble clu spectre de singularites, et reste valide lorsque les signaux analyses contiennent des singularites 
oscillantes. Ce nouvel outil est pour la premiere fois mis en oeuvre, numeriquement caracterise et applique 
a des signaux de vitesse turbulente. 

La question clu bon usage pratique des formalismes multifractals, qui reposent sur la mesure d’exposants 
de fonctions de structure, est essentielle. Le travail presente se propose d’y apporter des elements de reponse. 
Une etude numerique, sur un large panel de processus multifractals synthetiques, a permis d’illustrer et de 
caracteriser un aspect essentiel de Fanalyse multifractale pratique, l’existence d’un ordre critique. Un esti- 
mateur de cet ordre critique est construit et numeriquement caracterise. Une relecture des resultats obtenus 
en turbulence est alors effectuee. 

Enfin, la question de l’universalite des exposants des fonctions de structure en turbulence pleinement 
developpee est abordee. Une modelisation de l’exposant de la fonction de structure d’ordre trois est proposee 
et comparee a des resultats experimentaux, mettant en evidence le caractere non-universel de sa valeur. 


Practical multifractal analysis : wavelet leaders and critical orders. 

Applications to fully developed turbulence. 

Finite Reynolds number effects. 

Multifractal description of signals has been developed during the last 20 years, mainly in the fully develo¬ 
ped turbulence area. Pointwise regularity properties are characterized by the so-called singularity spectrum. 
Multifractal analysis consists in the singularity spectrum measurement using multifractal formalisms. Simul¬ 
taneous introduction of wavelet transforms allowed finer practical multifractal analysis, sometimes without 
receiving well-founded mathematical basis. 

S. Jaffard recently introduced the wavelet leaders, leading to a mathematical well-founded multifractal 
formalism that allows the measurement of the whole singularity spectrum and remains valid when perfor¬ 
ming the analysis of signals with oscillating singularities. This new tool is for the first time implemented, 
numerically characterized and applied to turbulent velocity data. 

On the other hand this work rises the important issue of the practical use of multifractal formalisms, 
that reduce in fine to structure function scaling exponent measurement. Extensive numerical study using 
reference synthetical multifractal processes illustrates and characterizes the existence of a critical order. An 
estimator of the critical order is built and numerically characterized. Previous results in turbulence then 
receive rereading. 

Finally, the universality of structure function scaling exponents in fully developed turbulence is tackled. 
Third order structure function scaling exponent modelling is proposed and compared to experimental results, 
emphasizing its non-universal value. 



